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Vorwort. 

Der Herausgeber vorliegenden Werkes hat sich seiner Aufgabe 
um so lieber unterzogen, als er erfreut war, dafs endlich ein System 
zur VeröflFentlichung gelangen sollte, dessen Vorzüge er als Schüler 
Heinzens schon frühzeitig genug kennen und als späterer Kollege durch 
mündlichen Gedankenaustausch mit seinem verehrten Lehrer mehr 
und mehr schätzen gelernt hatte. Er war es auch, der Heinze, welcher 
sich wegen vorgerückten Alters zu einer Veröffentlichung seines 
Systemes nicht entschlief sen konnte, endlich doch dazu bestimmte, 
auf der XXXVII. Versammlung deutscher Philologen und Schulmänner, 
welche 1884 in Dessau tagte, wenigstens eine Übersicht über das 
System zu geben. Leider sollte es Heinze nicht vergönnt sein, diesen 
Entschlufs zur Ausführung zu bringen, da er plötzlich verstarb*). 
So unternahm es denn der Herausgeber allein, die mathematische 
Sektion der gen. Versammlung mit dem Systeme Heinzens bekannt 
zu machen in der sicheren Erwartung, dafs er damit vielen seiner 
Fachgenossen eine Fülle des Neuen und Anziehenden bieten werde. 
Dafs er sich in dieser Erwartung nicht getäuscht hatte, bewies ihm 
sowohl die allgemeine Zustimmung der Versammlung, auf deren 
Wunsch der Vortrag in der Hoffmann'schen Zeitschr. (XVI, 1 — 16)**) 
abgedruckt wurde, als auch die mannigfachen Zuschriften, welche 
infolge dieser Veröffentlichung an ihn gelangten. So schien es denn, 
da schon die kurze Übersicht das Interesse der Fachgenossen in so 
hohem Grade erregt hatte, dringend geboten, an die Veröffentlichung 



*) Vgl. Nekrolog in der Hoflinann'schen Zeitschr. für mathem. und naturw. 
Unterricht XV, 238 u. 239. 

**) Daselbst findet man auch die wichtigsten historischen Notizen ange* 
geben (S. 2 u. 3). 
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IV Vorwort. 

des gesamten Systemes zu gehen, von dem schon Wittstein im Jahre 
1862 auf eine Mitteilung Heinzens hin geurteilt hatte: ^,Ich bin gewiss 
überzeugt, dafs eine yollständige Ausarbeitung Ihres Entwurfs der 
Wissenschaft und insbesondere dem Unterricht eineii grofsen Dienst 
leisten würde". 

Was nun die Methode des yorliegenden Werkes selbst betrifft, 
so dürfte eine kurze Rechtfertigung nicht überflüssig sein. Genetisch 
hat Heinze seine Stereometrie (die nur die St im engeren Sinne 
umfafst) aus dreierlei Gründen genannt: Zunächst gehen alle elementar- 
geometrischen Körper aus einem allgemeinen Körper (Centralkörper, 
der eine Erweiterung des Wittstein'schen Prismatoides *) genannt 
werden kann) hervor, sodann entstehen sämtliche Seitenflächen durch 
gleitende Bewegung von Geraden an den Seitenkanten, und endlich werden 
aus den einzelnen Körpern durch Drehung der einen Grundfläche neue 
Gebilde erzeugt, welche sich ebenfalls dem ersterwähnten Körper unter- 
ordnen. Doch nicht nur ihrer Entstehung nach hängen die Körper 
in Heinze's System eng aneinander, noch ein anderes Band, die Volumen- 
berechnung nach gemeinsamer Formel, hält sie fest zusammen. Die 
Inhaltsbestimmung tritt so, wie es ja auch natürlich ist, weit in den 
Vordergrund; freilich sind trotzdem die Oberflächenberechnung und die 
Behandlung sonstiger geometrischer Gebilde (Schnittkurven u. dergl.), 
wie sie in der Körperlehre auftreten, nicht etwa vernachlässigt: wo 
es irgend möglich ist, schliessen sie sich in eleganter Weise an die 
Volumenbestimmung an (vgl. S. 60 sowie die Fufsnote ebenda). 

So ist deim die Heinze'sche Stereometrie vermöge ihrer streng 
systematischen Anordnung**) befähigt, allen Forderungen der Schule 
in vollem Mafse zu genügen, ihre grofse Übersichtlichkeit wird 
ihr sicher die Anerkennung jedes Pädagogen gewinnen. Herausgeber 
weifs aus Erfahrung, dafs ihm und seinen Mitschülern, sobald der 
natürliche Bau des Systemes zum Bewufstsein gekommen war, von 
selbst ein lebhaftes Bedürfnis sich aufdrängte, die nächstfolgenden 
Partieen kennen zu lernen: das Interesse (im Herbart'schen Sinne) 
wurde von Schritt zu Schritt reger, weil das Gefühl innerer Befriedi- 
gung über das bereits Absolvierte stets das Verlangen nach dem noch 



*) Vgl. S. 10. 

**) Neuerdings ist es Hänig (HofFmann'sche Zeitschr. XVII, 97 — 99) gelungen, 
auch den Kugelabschnitt, der sich bisher in das System der einfachen Körper 
nicht einordnen zu lassen schien, nach der Formel des Centralkörpers direkt zu 
berechnen. v 



Vorwort. V 

zu Erwartenden in sich schlofs. Auch dafs in der vorliegenden Be- 
arbeitung besonderer Wert auf die Diskussion der gefundenen Resul- 
tate gelegt wird, ist wohl geeignet, den Schüler zu eigenem Nach- 
denken anzuregen; so wird er, was pädagogisch gewifs doch nicht 
zu unterschätzen ist, bald dahin gelangen, selbständig Neues zu finden; 
denn die Freude über Selbstgefundenes spornt, wie die Erfahrung 
zur Genüge lehrt, oft mehr an als die eindringlichsten Worte des 
Lehrers. 

Was nun den Inhalt der einzelnen Abschnitte betrifft, so ist 
derselbe kurz folgender: 

Der erste Abschnitt beschäftigt sich nach Aufstellung der 
Definition des Centralkörpers und dessen einfachsten Formen mit 
der Herleitung der Fundamentalformel. Der zweite Abschnitt be- 
handelt die Körper mit geradlinigen Seitenkanten und gliedert sich 
nach der Beschaffenheit der Grundflächen in zwei Teile, deren erster die 
Körper mit geradlinigen, deren zweiter diejenigen mit krummlinigen 
Grundflächen umfafst. Entsprechend bilden die Körper mit krumm- 
linigen Seitenkanten den Inhalt des dritten Abschnittes, welchem 
eine kurze Einleitung vorausgeht (s. S. 78). Aus didaktischen Grün- 
den sind die beiden Teile, in welche der dritte Abschnitt wie der 
vorhergehende zerfällt, in umgekehrter Reihenfolge angeordnet (s. S. 90). 
Der vierte und letzte Abschnitt handelt von solchen zusammen- 
gesetzten Körpern, die entweder aus Spezialformen des Central- 
körpers bestehen, oder als algebraische Summe derartiger Körper 
erscheinen (s. S. 144). Aufser einzelnen Platonischen (regulären) 
Körpern sind dies die Archimedischen (halbregulären) und einige 
interessante technische Rotationskörper (wie Säulen mit Rund- 
stab und Hohlkehle, Kuppeln); und zwar sind die anschaulich -ele- 
mentar gehaltenen Untersuchungen über die letzteren rein geo- 
metrisch durchgeführt, ohne die Guldin'sche Regel, d. h. ohne die 
der reinen Mathematik ganz fremdartigen Sätze über die statischen 
Momente und den Schwerpunkt zu Hülfe zu nehmen. Endlich 
weist das Buch zwei Anhänge auf: im ersten sind die wichtigsten 
regelmäfsigen Gewölbeformen einer Betrachtung unterzogen, der andere 
bringt im engsten Anschlufs an den Kreis diejenigen Sätze über 
die Kegelschnitte, welche zum Verständnis des 3. Abschnittes erfor- 
derlich sind. Übrigens kann man gerade in diesem Abschnitte, der 
ein reiches Material zur Übung bietet, je nach den Ansprüchen der 
Anstalt und je nach Beföhigung der Lernenden die Grenzen enger 
oder weiter stecken; beim ersten Durchgehen dürfte man sich z. B. 
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VI Vorwort. 

am besten auf diejenigen Körper beschränken, deren Grundflächen 
Kreise, und deren Seitenkanten Kreisbogen (oder Parabelbogen) sind. 

Bei der Bearbeitung hat sich der Herausgeber gröfstenteils an 
die hinterlassenen Manuskripte Heinzens angeschlossen, ohne sich jedoch 
die Freiheit zu versagen, gewisse Partieen gründlich umzuarbeiten, 
minderwertige Sätze u, dgl. zu beseitigen, neue Sätze, Beweise und 
Aufgaben hinzuzufügen. Eine besondere Anführung verdienen fol- 
gende Punkte: Zunächst schien dem Herausgeber die Diskussion 
der Formel des Antipontons (§ 70) einer gründlichen Umarbeitung 
zu bedürfen, ebenso § 72 und § 77.. Gern hätte der Herausgeber 
§ 87 (Auflösung 1) vereinfacht, doch traten hier Rücksichten auf ein- 
heitliche Ableitung (vgl. z.B. § 100) gebietend auf. Zu der Behaup- 
tung, dafs Anticylinder und Paracy linder identisch sind, wurde ein 
strenger Beweis gegeben (§ 96); ebenso erheischten Wanne und 
die Glocke strengere Erklärungen, welche durch Neueinführung von 
korrespondierenden Punkten zweier Ellipsen (§ 246) ermöglicht wurden. 
Einer gründlichen Umarbeitung wurde ferner die Einleitung des 
3. Abschnittes (von § 117 ab) unterworfen. Ganz neu eingeschoben 
ist § 160a, welcher den Beweis für die Identität des hyperbolischen 
Cylindroides und des Paracy lind ers enthält, sowie der Zusatz dieses 
Paragraphen. Einige zu sehr ins einzelne gehende Untersuchungen 
(des 2. Teiles vom 3. Abschnitte) über Hufe, und die durch Grund- 
flächendrehung veränderten Prismoide sowie Pyramidoidenstutze 
wurden ausgelassen. Im 4. Abschnitte wurde der Anfang zum Teil 
umgestaltet, zum Teil vervollständigt, und die Erklärung der halb- 
regulären Körper präziser gefafst. Abstand nahm Herausgeber von dem 
Abdruck der Partie „der Simpson'sche Summenkörper", weil dieser Teil 
zu weit geführt hätte, obwohl darin manches Brauchbare enthalten war. 
— Endlich mufste der gröfste Teil des IL Anhanges von ihm selbständig 
bearbeitet werden; von dem mafsgebenden Gesichtspunkte, der bei ^er 
Bearbeitung desselben in Betracht kam, war bereits oben die Rede. 
Ganz neu dürfte der Lehrsatz § 247 sein; die eingeführten „korre- 
spondierenden Punkte" sind übrigens weiter nichts als Punkte von 
gleicher excentrischer Anomalie. 

Jetzt zum wichtigsten Punkte: Um mit dem vorliegenden 
Systeme der Stereometrie die Erfolge zu erzielen, welche man seinem 
Wesen nach von ihm zu erwarten berechtigt ist, darf der Unterricht 
nicht etwa blofs nach perspektivischen Zeichnungen erteilt werden, 
sondern es müssen Körpermodelle zur Hand sein, um das Anschau- 
ungsvermögen des Schülers zu stützen und so mehr und mehr zu 



Vorwort. VII 

kräftigen. Anschauungsmittel sind eine unbedingte Forderung, 
die conditio sine qua non der Heinze^schen Behandlungsweise^ und zwar 
genügen ihr nicht die gewöhnlichen, aus Pappe oder Holz gefertigten, 
unwandelbaren Formen, vielmehr sind es Modelle mit drehbarer 
Grundfläche, welche allein einen deutlichen Einblick in die all- 
mähliche Umwandlung der Körper gewähren: erfahrungsmäfsig sind 
dieselben auch geeignet, das Interesse der Schüler in hohem Mafse 
zu wecken. Besonders im Anfange der Körperlehre sind derartige 
Anschauungsmittel durchaus nicht zu entbehren, während späterhin, 
wie mit Recht von vielen Seiten, neuerdings auch von Reidt (in seiner 
soeben erschienenen „Anleitung zum mathematischen Unterricht an 
höheren Schulen"), hervorgehoben wird, die Schüler auf Grund eines 
allmählich gehobenen Verständnisses für perspektivische Figuren nur 
mit Zuhülfenahme dieser letzteren weiter unterrichtet, werden können. 
Der Herausgeber ist erfreut, dafs er in seiner Ansicht über die Be- 
deutung von Modellen, für die Ausbildung das Anschauungsvermögens, 
für V^eckung des Formensinnes und überhaupt für die Bildung des 
Zöglings sich mit einem so hervorragenden Gelehrten wie Prof. Dr. 
von Brunn in München in Übereinstimmung findet. In seiner am 
21. Nov. 1885 gehaltenen Rektoratsrede: „Archäologie und Anschau- 
ung" spricht sich dieser folgendermafsen aus: 

„ ich wünsche auf unseren Gymnasien eine schärfere Be- 
tonung derjenigen Seite unserer Erkenntnis, welche auf richtiger Be- 
nutzung des Auges, auf richtigem Sehen, auf sinnlicher Wahr- 
nehmung und Anschauung beruht Indem sie (die 

Mathematik) mit Zahlen- und Raumverhältnissen, mit bestimmten Eigen- 
schaften von Linien, Flächen und Körpern zu thun hat, soll sie zugleich 
eine Wissenschaft der Anschauung sein und nach dieser Seite hin auf 

den Geist bildend einwirken Dem Mangel an Übung des An- 

scbauungsvermögens ist leicht Abhülfe zu schaffen: Ich weifs, dafs in den 
letzten Jahren auch an unserer Universität sich das Bedürfnis geltend 
gemacht hat, i^r den höheren mathematischen Unterricht Modelle 
zu beschaffen, Modelle von Flächen höheren Grades der verschiedensten 
Ajrt und Apparate, um die Entstehung, die Gesetze der Bildung gewisser 
Flächen anschaulich darzulegen. Was damit die höhere Mathematik 
fordert, sollte das nicht ein noch viel dringenderes Bedürfnis 
für ihre elementaren Grundlagen sein, für den Anfänger, der von 
Form im mathematischen Sinne noch nicht den geringsten Begriff hat? 

Es ist nur zu natürlich, dafs der Mathematiker von Fach 

manche elementare Ajischauung als selbstverständlich voraussetzt, die für 
den Laien und besonders für den Anfänger noch der Erläuterung bedarf. 
Nach streng wissenschaftlichen Grandsätzen, in be- 
stimmter systematischer Folge, sollten die Modelle mathematischer 



Vin Vorwort. 

Gestaltungen in ihren Begrenzungen an netzartigen Gestellen, als sich 
schneidende Ebenen, als Körper in voller, in zerlegbarer Form hergestellt 
werden. Wenn dann der Lernende z. B. an einem zerlegbaren Kegel in 
konkreter Anschauung erkennt, wie bei dem Schnitt in einer Richtung 
ein Kreis, eine Ellipse, in anderer Richtung ein Dreieck, eine Parabel, 
eine Hyperbel entsteht, so wird ihm das weit verständlicher erscheinen, 
wird sich weit fester seinem Gedächtnisse einprägen, als es durch die 
beste Zeichnung ermöglicht wird, deren Verständnis erst wieder eine beson- 
dere Vorbildung, eine gewisse Abstraktion, eine Übersetzung von einer 
Beobachtung in eine andere erheischt/^ 

Eine zweite Forderung, welche von Brunn in derselben Rede 
an den mathematischen Unterricht stellt, und die sich nach seiner 
Ansicht von selbst aufdrängen und auch sicherer als bisher Erfüllung 
finden wird, ist folgende: 

„Der Lehrer wird sich nicht mehr mit der theoretischen Entwicke- 
lung der Formeln begnügen können, er wird sich gedrungen fühlen, die 
Zahlen und Buchstaben so viel wie möglich in Worte zu übersetzen, die 
Formen und Eigenschaften der Körper, ihre Entstehung, ihre Zusammen- 
setzung, wie sie sich dem Auge darstellen, mit Worten zu beschreiben. 
Dieses Mehr wird den Unterricht nicht belasten, sondern ent- 
lasten. Denn ist erst einmal durch konkrete Anschauung der Anfang 
des Verständnisses gegeben, so wird damit auch die Fähigkeit zum Er- 
lernen der abstrakten Auffassung und zugleich die Freudigkeit am Lernen 
überhaupt wachsen." 

Gerade dieser zweiten Forderung, welche an das von Reidt a. 
a. 0. unter dem Namen „Formellesen" empfohlene Verfahren erinnert, 
ist in der .vorliegenden Stereometrie durchgängig entsprochen (vgl. 
z. B. § 29, 95, 128, 129, 135). Freilich darf man diese Forderung 
nicht mifs verstehen: Die Schüler sollen durch die Interpretationen 
der gefundenen Resultate eben nur daran gewohnt werden, den vollen 
Inhalt des kurzen mathematischen Ausdruckes zu finden; verfehlt 
wäre es daher, wenn der Lehrer derartige Interpretationen etwa aus- 
wendig lernen*) liefse, denn dadurch würde vielleicht gerade das Gegen- 
teil erreicht. 

Was nun endlich die Lehrmittel betrifft, welche zum Verständnis 
der vorliegenden Stereometrie im speziellen erforderlich sind, so scheinen 
darüber einige Bemerkungen um so mehr geboten, als in der Annahme, 
dafs die notwendigen Körper dem Schüler vom Lehrer stets werden zur 
Anschauung gebracht werden, an manchen Stellen Figuren absichtlich 



*) Inwieweit und in welcher Weise man das Gedächtnis in der Mathematik 
in Anspruch zu nehmen bezw. zu üben hat, ist sehr treffend von Reidt in seiner 
,, Anleitung zum mathem. Unterricht an höheren Schulen** S. 24 f. dargelegt worden. 
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unterdrückt worden sind. So ist z. B. im § 115 die Anschauung 
einer Halbkugel erforderlich, auf der vom Pole aus eine genügende 
Anzahl von Viertelkreisen gezogen ist; ähnlich in den folg. §§. Den 
Begriff des Centralkörpers , der vor allem vorsichtig entwickelt sein 
will, erläutere man durch Zuhülfenahme von mindestens zwei Kör- 
pern: durch das Modell des Interobelisken und dasjenige des abge- 
stutzten Pyramidoides (schirmartigen Körpers). Ebenso ist zum Ver- 
ständnisse des § 18 ein zerlegbares Prismatoid unabweisbar. Bei 
der Einführung in die- regulären Körper (beim Bilden von regelm. 
körperlichen Ecken) helfe man sich mit Pappmodellen, welche mög- 
lichst von den Schülern selbst anzufertigen sind. — An dieser Stelle 
verdient besonders hervorgehoben zu werden der von H an ig konstru- 
ierte „Apparat für den Anschauungsunterricht in der Stereometrie"*) 
(D. R. P. 31418). Denn derselbe ist eigens für die Heinze'sche 
Unterrichts weise bestimmt und ermöglicht nicht nur alle Körper mit 
geradlinigen Seitenkanten darzustellen, sondern gestattet auch eine 
sofortige Übersetzung der bei den Diskussionen gefundenen Resultate 
in die Anschauung. Aus diesen Gründen kann dessen Anschaffung 
nicht dringend geni^ empfohlen werden. Bei dieser Gelegenheit er- 
klärt sich der Herausgeber auch bereit, jedem Fachgenossen, sowie 
jedem anderen Interessenten (nach vorheriger Anmeldung) die jetzt 
in seinem Besitz befindlichen Heinze'schen Modelle in geordneter 
Zusammenstellung vorzuführen. 

Zum Schlufs liegt mir noch ob, allen Denjenigen auch hier 
meinen verbindlichsten Dank auszusprechen, welche mich bei der 
Korrektur und sonstwie unterstützt haben. Für die exakte Her- 
stellung der Figurentafeln hat der Sohn des verstorbenen Prof. Heinze, 
Herr Reg.-Baumeister Karl Heinze (z. Z. in Marburg), in nicht genug 
anzuerkennender Weise gesorgt. Für die Ausstattung des ganzen 
Werkes ist die Verlagsbuchhandlung in gewohnter Weise bemüht 
gewesen, das Beste zu leisten. 



Das Werk, dessen Methode durch mehr als zwanzigjährige Thätig- 
keit erprobt ist, eignet sich, da es die Sätze über die Lage von Linien 
und Ebenen im Räume, über körperliche Ecken u. dergl. voraussetzt, 
besonders zum Gebrauche in der Prima solcher Lehranstalten, an denen 

*) Die Beschreibung und eine Besprechung findet man in HofiPmann XVI, 334 
bis 337 und XVJ, 517 f. 



X Vorwort. 

bereits in der Sekunda ein vorbereitender Kursus der Stereometrie 
genommen wird, wie in Realschulen und gewerblichen Anstalten*). 
Da es zugleich eine Ergänzung und Weiterführuag jeder elementaren 
Stereometrie ist, so darf erwartet werden, dafs es nicht allein in den 
Bibliotheken der Anstalten (auch der Gymnasien), sondern auch in der 
Bibliothek jedes einzelnen Schulmathematikers Platz findet. Endlich 
wird jeder Studierende der Mathematik, welcher die Fortschritte der Ele- 
mentarmathematik mit Interesse verfolgt, das Werk nicht ohne Nutzen 

studieren. 

So möge denn der Leser an das Buch ohne Vorurteil heran- 
treten und dasselbe mit gütiger Nachsicht beurteilen. 



*) Der Herausgeber behält sich, wie aus der Rückseite des Titelblattes 
ersichtlich ist, u. a. das Recht vor, nach denselben Grandsätzen einen für die 
Schüler der Gymnasien geeigneten Leitfaden der Stereometrie abzufassen. 
Derselbe wird einerseits die Körperlehre in zweckentsprechendem Umfange bieten, 
andererseits die ihr vorausgehenden Abschnitte der Stereometrie in angemessener 
Kürze behandeln. 



Z erb st, im Juli 1886. 



^ranz Lacke. 
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Erster Abschnitt. 

Von den Körpern im allgemeinen nnd Entwickelnng der 
Fnndamentalformel für Inhaltsberechnung. 

§ 1. Erklärungen: Ein Körper ist ein überall begrenzter Teil 
des Raumes; seine Grenzen sind Flächen, die Durchschnittslinien seiner 
Grenzflächen werden Kanten und die Durchschnittspunkte von min- 
destens je drei Kanten Ecken genannt. 

Unterscheidet man bei einep Körper Grund- und Seitenflächen 
so findet ebenfalls ein Unterschied zwischen Grund- und Seitenkanten 
statt, und zwar versteht man unter einer Grundkante den Durchschnitt 
einer Grund- und Seitenfläche, unter einer Seitenkante den Durch- 
schnitt zweier Seitenflächen. 

Im allgemeinen teilt man die Körper ein in eckige d. h. solche, 
die nur von ebenen geradlinigen Figuren begrenzt werden, und runde 
d. h. solche, die entweder teilweise oder ganz von krummen Flächen 
eingeschlossen werden. Doch ist diese Einteilung nur von unter- 
geordneter Bedeutung, weil hier sämtliche elementar-geometrische 
Körper mit Einschlufs vieler anderer von einem einzigen allge- , 
meinen Körper abgeleitet werden und auch einem und demselben 
Gesetz hinsichtlich ihrer Berechnung folgen sollen. 

Begriff des Centralkörpers. 

§ 2. Erklärung: Der Centralkörper hat zwei parallele ebene 
Flächen als Grundflächen; jeder Eckpunkt der einen Grundfläche ist 
entweder nur mit dem korrespondierenden Eckpunkt der anderen oder 
sowohl mit dem korrespondierenden als auch mit einem (etwa dem 
rechts) benachbarten verbunden*); die Seitenflächen entstehen dadurch. 



*) Sind die Grundflächen geradlinig, ohne in der Seitenanzahl überein- 
zustimmen, z. B. ein Viereck und ein Dreieck, so stelle man sich das Dreieck 
als ein Viereck vor, in welchem zwei Eckpunkte zusammenfallen, und so ähn- 
lich in a. F. 

Heinze - Lücke, Stereometrie. 1 
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dafs sich an je zwei benachbarten Seitenkanten Gerade parallel zu 
den Grundflächen fortbewegen. Die Seitenkanten (oder Seiten) sind 
Gerade oder solche krumme Linien^ die ein bestimmtes geometrisches 
Bildungsgesetz haben*). 

Einfachste Formen des Centralkörpers. 

§ 3. Erklärung: Sind die Seitenkanten des Centralkörpers Ge- 
rade, die Grundflächen geradlinige kongruente Figuren und die ent- 
sprechenden Grundkanten parallel, so heifst der Körper Prisma; 
reduziert sich aber eine der Grundflächen auf einen Punkt, vereinigen 
sich also alle geraden Seitenkanten in einer Spitze, so wird der Körper 
Pyramide genannt. Die Höhe jedes Körpers ist der senkrechte Ab- 
stand der Grundflächen. — Aus der Erklärung folgert man sehr leicht, 
dafs im Prisma die Seitenflächen Parallelogramme, und mithin die 
Seitenkanten parallel sind. 

Vorbereitende Sätze zum Messen des Prismas und der Pyramide. 

§ 4. Grundsatz des Cavalieri: Zwei Körper sind inhalts- 
gleich, wenn jede zwei einer gemeinschaftlichen Ebene parallele 
Durchschnittsflächen, in gleichen Abständen von dieser Ebene genom- 
men, gleich sind. — 

Um diesen Satz anschaulich zu machen, denke man sich die 
parallelen Ebenen so dicht nebeneinander gezogen und die Körper 
dadurch in so dünne Schichten zerlegt, dafs letztere an der Körper- 
grenze anlangen, also wie ebene Figuren behandelt werden können; 
man hat dann nur Gleiches zu Gleichem zu addieren. 

§ 5. Zusatz: Haben die parallelen Durchschnitte zweier Körper 
in gleicher Entfernung von einer gemeinschaftlichen Ebene stets 
dasselbe Verhältnis, so stehen auch die Körper bezüglich ihres In- 
haltes in demselben Verhältnis. 

§ 6. Lehrsatz: Jeder der Grundfläche eines Prismas parallele 
Durchschnitt ist der Grundfläche kongruent. 
Fig. 1. Beweis: Alle Seiten des beliebig gewählten Durchschnitts a6, 

bCy cd u. s. w. sind den entsprechenden der Grundfläche AB^ BC, 
CD u. s. w. parallel als Durchschnittslinien zweier parallelen Ebenen 
mit einer dritten und, da nach § 3 (Schlufs) auch die Seitenkanten 



*) Siehe § 121, wo die Bedingungen zusammengefafst sind. 
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parallel siad^ gleich; folglich sind sowohl die Winkel als die Seiten 
von ABCDE und abcde der Reihe nach einander gleich, d. h. 

ÄBCDE^ahcde. 

§ 7. Lehrsatz: Prismen von gleicher Grundfläche und Höhe sind 
inhaltsgleich. 

Beweis geht unmittelbar aus § 6 und § 4 hervor. 

§ 8. Lehrsatz: Prismen von gleicher Grundfläche verhalten sich 
wie ihre Höhen. 

Beweis: Die Grundflächen der beiden Prismen P und P^ seien rig. 2. 
G und (?!, ihre Höhen h und Ä^, zugleich mögen beide Höhen ein 
gemeinschaftliches Mafs a haben, sodafs h = ma und h^ =3 ma^^ ist. 
Teilt man nun beide in m resp. m^ Teile, legt durch die Teilpunkte 
Ebenen parallel den Grundflächen, so wird P in w, P^ in m^ kleine 
Prismen von gleicher Grundfläche und Höhe zerlegt, und wenn wir 
eins derselben mit p bezeichnen, so ist 

P s= mp] Pi = m^p 
folglich 

P: P^ == mim^ 
und da 

Ä : Äi == m : m^, 
so ist 

P:P^ = h:\. 

Sind die Höhen inkommensurabel, so benutzt man dies Resultat und 
verfährt nach der bekannten planimetrischen Beweismethode. 

§ 9. Lehrsatz: Jeder der Grundfläche einer Pyramide parallele 
Durchschnitt ist der Grundfläche ähnlich und verhält sich zu letzterer 
wie das Quadrat seines Abstandes von der Spitze zum Quadrat 
der Höhe. Fig. 3. 

Beweis für die erste Behauptung: Aus den bekannten Sätzen 
über den Durchschnitt zweier parallelen Ebenen durch eine dritte, 
sowie über den proportionalen Schnitt am Dreieck erhellt 

ab II ^JB; hc || BC-, CD || cd] u. s. w. 
folglich 

^abc = ^ ABC] ^bcd = ^ BCD] u. s. w. 
ferner 



cF:CF=bc:BC 
cFiGF^cd'.CD 



bF:BF = ab:ÄB 

bF:BF=bc:BC 

und daher 

ab:AB = bc:BC==cd: CD etc., 
mithin 



u. s. w., 
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wenn G die Grundfläche und S die parallele Schnittfläche bezeichnet. — 
Zum Beweise für die zweite Behauptung lege man eine Ebene durch 
die Höhe FM und durch FBy wodurch 

bm II BM 



wird; dann ist 

woraus folgt 

und 

und da bekanntlich 

ist, so muss auch 

sein. 



bF:BF=Fm:FM, 
ab:ÄB = Fm:FM 
aW : AB^ = Fm'' : FM\ 
S:G = ab^iAB^ 
S:G = Fm^ : FM^ 



§ 10. Lehrsatz: Pyramiden von gleicher Grundfläche und Höhe 
Fig. 4. sind inhaltsgleich. 

Beweis: Denkt man sich die (z. B. zwei) Pyramiden mit den 
gleichen Grundflächen auf eine Ebene gestellt und von einer zweiten 
Ebene parallel der ersten geschnitten, so sind beide Durchschnitts- 
flächen einander gleich; denn wenn man die Grundflächen mit G und 
6?!, die Schnittflächen mit S und S^, den Abstand der beiden parallelen 
Ebenen mit x bezeichnet, so folgt aus der Annahme und aus § 9 

G '^ G^y 

G:h^^S:(h-xy, 

S:{h-xy = S,:(h-xy, 
S = Si» 

■ 

Da dieser Schlufs für jede beliebige Durchschnittsebene gilt, so sind 
die Pyramiden nach § 4 inhaltsgleich. 

§ 11. Lehrsatz: Jedes dreikantige*) Prisma kann durch Dia- 
gonalebenen in drei einander inhaltsgleiche dreikantige*) Pyramiden 
(Tetraeder) zerlegt werden. 
Fig. 5. Beweis: Zieht man von D aus zwei Diagonalen DB und D(7, 

desgleichen von E aus EC und legt durch DB und DC wie durch 
DC und DE Ebenen, so ist der Anforderung entsprochen; denn die 
Pyramide ABCD*"^) hat mit DE FC gleiche Grundfläche und auch 



*) Mit drei Seitenkanten; siehe § 22 und Vorbemerkung zu § 79. 
**) Der die Spitze bezeichnende Buchstabe wird zuletzt gesetzt. 
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gleiche Höhe, weil die Spitzen D und G in den parallelen Grund- 
flächen liegen, mithin 

ABGB = DEFG. 

Ferner haben die Pyramiden AB DG und BD EG die gemeinschaft- 
liche Spitze in C, und ihre Grundflächen sind als Diagonaldreiecke 
des Parallelogramms AB ED gleich, woraus folgt 

ABDG resp. ABGD = BDEGy 
sodafs 

ABGD = DEFG = BDEG 
ist. 

Das Messen des Prismas und der Pyramide. 

§12. Erklärung: Einen Körper messen heifst bestimmen, wie 
viel mal ein anderer Körper, der als Körpereinheit angenommen wird, 
in demselben enthalten ist. — Als Einheit soll ein Prisma gelten, 
dessen Grund- und Seitenflächen Quadrate sind, dessen Kante zugleich 
die Längeneinheit, dessen Grundfläche also die Flächeneinheit vorstellt. 

§ 13. Lehrsatz: Das Prisma mit Rechtecken als Grund- und 
Seitenflächen (das rechtwinkelige Parallelepipedon) wird gemessen 
durch das Produkt der Mafszahlen dreier in einer Ecke zusammen- 
stofsenden Kanten. 

Beweis: Trägt man auf den in zusammenstofsenden Kanten rig. e. 
0A = a, OB = bf OG = c die Längeneinheit («) auf und legt durch 
die Durchschnittspunkte mit den Flächen AEFG, BDKJ und 
NLD^G parallele Ebenen, so erhält man rechtwinkelige Parallel- 
epipeda, von denen immer je zwei dieselbe Grundfläche haben, nämlich 

OF*){=P) und OK(=P,) haben die Grundfläche OBDG, 
P, „ OL{=P,) „ „ „ OHD.G, 

P, „ OM{=P,) „ „ „ OHD.Q 

gemeinschaftlich, und deshalb gilt nach § 8: 

P :Pi = a:l, 

mithin 

P= ahc . Pg, 

d. h. die Körpereinheit Pg ist in P ahc mal enthalten. 



*) Jedes Parallelepipedon ist durch zwei diametrale Eckpunkte bezeichnet. 
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§ 14. Lehrsatz: Jedes Prisma wird gemessen durch das Pro- 
dukt der Mafszahlen von Grundfläche und Höhe. 

Beweis: Beim rechtwinkeligen Parallelepipedon (Fig. 6) ist das 
Produkt bc der Inhalt der Grundfläche (6r), a das Mafs der Höhe (ä); 
es läfst sich also auch ausdrücken durch P^=hG. 

Da nun die Grundfläche jedes Prismas in ein Rechteck, also 
jedes Prisma in ein rechtwinkeliges Parallelepipedon mit gleicher 
. Grundfläche und Höhe verwandelt werden kann, letzteres aber durch 
hG gemessen wird, so gilt der Satz allgemein: 

Prisma = hG. 

Hierbei sei ein für alleraal bemerkt, dafs jedes im folgenden vor- 
kommende Produkt von Längen und Flächen das Produkt ihrer Mafs- 
zahlen bedeutet 

§ 15. Lehrsatz: Jede Pyramide wird gemessen durch den dritten 
Teil des Produkts aus Grundfläche und Höhe. 

Beweis: Nach § 11 ist die dreikantige Pyramide gleich dem 
Dritteil eines dreikantigen Prismas von derselben Grundfläche wie 
gleicher Höhe, also gleich \hG] es läfst sich aber die Grundfläche 
jeder Pyramide in ein Dreieck, also jede Pyramide in eine dreikantige 
von gleicher Grundfläche und Höhe verwandeln; sie mufs also nach 
§ 10 denselben Inhalt haben, mithin Pyr. = ^hG. 

§ 16. Werden die Grundflächen eines Prismas krummlinig, so 
rücken die geraden Seitenkanten dicht nebeneinander und bilden eine 
kontinuierlich gekrümmte Seitenfläche, da jeder der Grundfläche paral- 
lele Durchschnitt derselben kongruent sein mufs. Man nennt in diesem 
Fig. 7. Falle den Körper Cylinder, die gekrümmte Seitenfläche Mantel und 
die geraden Linien, welche sich auf dem Mantel ziehen lassen, Seiten 
Fig. 8. des Cylinders. Auf dieselbe Weise wird der Kegel aus der Pyramide 
hergeleitet. Es gelten daher alle bisherigen Sätze des Prismas auch 
für den Cylinder, sowie die der Pyramide für den Kegel, insbe- 
sondere ist 

Cyl. = ÄG; Keg. = ^hG. 

Das Messen des Gentralkörpers mit geraden Seitenkanten. 

§ 17. Bemerkung: Die parallelen Grundflächen des Gentral- 
körpers sind ganz unabhängig in Beziehung auf Gröfse, Lage und 
Zahl der Grundkanten zu einander gedacht. Die Seitenkanten, welche 
jede Ecke der einen Grundfläche meist mit zweien der anderen ver- 
binden, sollen gerade, die Seitenflächen also dem Entstehungsgesetz 
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zufolge entweder Dreiecke oder Trapeze oder Parallelogramme oder 
gemischt aus diesen Figuren oder endlich windschiefe Vierecke sein. 
Worden die Grundflächen krummlinig, so ändern sich demgemäfs 
die Seitenflächen ab. 

§ 18. Lehrsatz: Der Inhalt des Centralkörpers mit geraden 
Seitenkanten wird ausgedrückt durch sechs Pyramiden, von denen 
zwei die Grundflächen, vier den mittleren Durchschnitt des Körpers 
zu Grundflächen, alle aber die halbe Höhe des Körpers zur Höhe 
haben. 

unter mittlerem Durchschnitt ist der den Grundflächen des 
Körpers parallele Schnitt in halber Höhe zu verstehen. 

Beweis: Es sei zuvörderst keine der oberen Grundkanten der ^ig. 9. 
entsprechenden unteren parallel, die Seitenflächen sämtlich Dreiecke. 
Verbindet man einen beliebigen Punkt M des mittleren Durchschnitts 
mit allen Eckpunkten des Körpers und legt durch jede zwei benach- 
barte Verbindungslinien Ebenen, so wird der Körper in Pyramiden, 
der mittlere Durchschnitt in Dreiecke zerteilt. Die gemeinschaftliche 
Spitze dieser Pyramiden befindet sich im Punkte M, zwei derselben, 
ABCM und BEFGM haben die Grundflächen des Körpers, die 
übrigen seine Seitenflächen zu Grundflächen und mögen zur Unter- 
scheidung Grund- und Seitenpyramiden heissen. Werden nun die 
Grundflächen des Körpers mit f^ und f^ bezeichnet, so mufs der 
Inhalt beider Grundpyramiden nach § 15 gleich sein 

i KU + Q- 

Jede der Seitenpyramiden enthält aber eine kleinere mit gemein- 
samer Spitze und ähnlicher Grundfläche; so ist z. B. bei der Seiten- 
pyramide ABDM AiQ Grundfläche AÄBD o-) AahD-, AD = 2aD] 
mithin AABB = AAahD und daher Pyramide 

ABDM=-4:abBM. 

Betrachtet man bei der Pyramide abBM jetzt D als Spitze und 
abM als Grundfläche, so kann deren Inhalt durch ^h^abM aus- 
gedrückt werden, mithin Pyramide 

ABBM=ih£^abM 

d. h.: Jede Seitenpyramide ist gleich vier Pyramiden von halber 
Höhe des Körpers und inliegendem Teile seines mittleren Durch- 
schnitts als Grundfläche. Die Summe aller Seitenpyramiden beträgt 
demnach 

i h{AabM+ £^bcM+ £^cdM+ -f +) = | Ä/;, 
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wenn f^ wie immer den mittleren Durchschnitt vorstellt. Addiert 
man dazu die beiden Grundpyramiden, so hat man als Inhalt des 
ganzen Körpers 

i" = i Hfo + */i + /*). 

Sind die korrespondierenden Grundkanten teilweise oder sämtlich 
einander parallel, d. h. werden mehrere oder alle Seitenflächen zu 
Parallelogrammen oder Trapezen, so ändert dies in der Beweisführung 
nichts ab; es liegen dann nur die Grundflächen je zweier benach- 
barten Seitenpyramiden in einer Ebene, und die Seitenkante ist zu- 
gleich die Diagonale derselben. 

Sind die Grundflächen krummlinig, die Seitenflächen aber zu- 
sammen eine kontinuierlich gekrümmte Fläche, so betrachte man 
erstere als aus sehr kleinen aber geraden Seiten bestehend und wende 
dann den obigen Beweis an. 

Eines besonderen Beweises bedarf der Fall, wenn einzelne Seiten- 
kanten scheinbar fehlen, oder überhaupt jede Ecke der einen Grund- 
fläche nur mit der korrespondierenden der anderen durch eine Gerade 
verbunden ist; es werden dann nach dem Erzeugungsgesetz die Seiten- 
flächen teilweise oder sämtlich windschief. Wenn z. B. die Seiten- 
kante AQ fehlt, so mufs die durch CA und GD geführte Fläche 
eine windschiefe sein und vom obigen Korper den von zwei Dreiecken 
ACG und AGD und der windschiefen Fläche ACGD begrenzten 
rig. 10. Körper abschneiden. Letzterer bildet aber offenbar die Hälfte einer 
dreikantigen Pyramide d. i. eines Tetraeders, dessen beide Schneiden 
AG und DGj dessen mittleren Durchschnitt das Parallelogramm agfn 
darstellen; denn jeder den Grundflächen, in welchen die Schneiden 
liegen, parallele Schnitt ist ein Parallelogramm, welches durch die 
windschiefe Fläche in kongruente Diagonaldreiecke zerlegt wird; die 
beiden Teile des Tetraeders haben mithin in jeder gleichen Entfernung 
von der Grundebene kongruente Durchschnitte und sind nach Cavalieri's 
Satze inhaltsgleich 

agfACDG = afnACDG = ^ agfnAGDG. 

Fig. 11. Erweitert man alsdann das Tetraeder zum dreikantigen Prisma, 

so erhellt aus der Dreiteilung desselben, dass 

agfnAGDG = AKCD = i ä • diAKC 

ist, und da 

AAKC = 4 Aalen, Aahn = ^ agfn, 
also 

AAKC ^^ agfn 
ist, so muss 
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agfnAGDG = |^ ä • agfn, 

Halbtetraeder = |^ A . ^agf 
sein. 

Die Summe der beiden Seitenpyramiden (Fig. 9) 

ACGM + ADGM = i ä • agfM, 

Halbtetraeder = |^ ä • ^agf^ 

daraus ergiebt sich durch Abzug die Seitenpyramide mit windschiefer 
Grundfläche 

ganz wie obige Seitenpyramiden mit ebenen Grundflächen. 

Wenn der Flächenwinkel AG konvex sein sollte, also die wind- 
schiefe Fläche ACGD nach aufsen fiele, so wäre beiden Seiten- 
pyramiden das Halbtetraeder zuzuzählen und der Beweis ebenso per- 
fekt. — Hiernach gilt in jedem Falle die Formel 

dieselbe bildet sozusagen das Gesetz des Centralkörpers (mit gerad- 
linigen Seitenkanten*)). 

§ 19. Zusatz: Wenn man ^h = a setzt, so nimmt die ent- 
wickelte Formel die Gestalt an 

d. h. der Centralkörper wird durch den einfachsten Fall der Simp- 
son'schen Formel**) genau bestimmt. Es darf daher jeder Körper, 
welcher einen Spezialfall des Centralkörpers vorstellt, ein Simp- 
sonscher Körper genannt werden. 

§ 20. Zusatz: Bezeichnet man i(/o + /'2) niit Jlf, so nimmt 
die Inhaltsformel folgende Form an: 

J = \h{M+ 2/1), 

d. h. der Inhalt ist gleich der Summe dreier Pyramiden, von denen 
eine das arithmetische Mittel beider Grundflächen, jede der beiden 
anderen den mittleren Durchschnitt des Körpers zur Grundfläche hat, 
und deren Höhe gleich der Höhe des Centralkörpers -ist. 

Prof. Wittstein hat in seiner Schrift: „Das Prismatoid, eine Er- 
weiterung der elementaren Stereometrie 1860" den Körper unter letzt- 
erwähnter Berechnungsform bekannt gemacht. Das Verdienstvolle dieser 
Abhandlung, worin der innige Zusammenhang der Körper mit gerad- 



*) Vgl § 118 u. ff. 

**) Oder besser Cotes^sche Formel. Cotes war ein Zeitgenosse seines Lands- 
manns Newton, durch dessen Anregung er die einfache Formel fand. 



10 Erster AbBchnitt. 

linigen Seitenkanten und ihre Ableitung vom Prismatoid nachgewiesen 
ist, kann auch dadurch nicht geschmälert werden, dafs Steiner im Jahre 
1842*) diesen Körper elementar behandelt hat, eine Arbeit, von der aber 
fast niemand mehr eine Ahnung hatte, und die auch Wittstein unbekannt 
gewesen (vgl. Wittsteins Stereometrie, Einl.). Diese zweite Entdeckung 
hat den Körper erst zu unserem Eigentum und zu einer Fundgrube ge- 
macht, welche noch eine reiche Ausbeute verspricht; auch die genetische 
Stereometrie ist aus dem Prismatoid hervorgegangen. 

§ 21. Übersicht der abgeleiteten Körper mit geradlinigen 
Seitenkanten.**) 

A. Grundflächen sind geradlinige Figuren. 

I. Grundflächen sind kongruent. 

a) Grundkanten parallel, Seitenflächen Parallelogramme: 

Prisma. 

b) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Antiprisma. 

c) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen wind- 
schief: Paraprisma. 

d) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen teils wind'^ 
schief, teils Dreiecke: Interprisma, 

IL Grundflächen sind ähnlich. 

a) Grundkanten parallel, Seitenflächen Trapeze: 

Pyramidenstutz. 

b) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Antipyramidenstuta. 

c) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen wind- 
schief: Parapyramidenstutis. 

d) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen teils wind- 
schief, teils Dreiecke: Interpyramidenstutis. 

III. Grundflächen sind gleichwinklig. 

a) Grundkanten parallel, Seitenflächen Trapeze: Obelisk, 

b) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Afttiobelislc. 

c) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen wind- 
schief: Paraobelisk, 

^ d) Grundkanten nicht parallel, Seitenflächen teils wind- 
schief, teils Dreiecke: InteröbdisTc. 



*) Crelle'8 J. XXIII, S. 276 ff.; vgl. Steiners gcs. W. Bd. II, S. 311 u. ff. 
**) Die Übersicht der E. mit krummlinigen Seitenkanten siehe § 126. 
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IV. Grundflächen ohne obige Beziehungen der Anzahl und Lage 
der Grundkanten: Prismatoid. 

V. Eine Grundfläche ist verschwindend klein. 
a) Eine Grundfläche ist eine Gerade (Schneide). 

a) Schneide parallel einer Grundkante, Seitenflächen 
teils Dreiecke, teils Trapeze oder Parallelogramme : Keil, 

b) Schneide keiner Grundkante parallel, Seiten- 
flächen Dreiecke: Äntikeil, 

c) Schneide keiner Grundfläche parallel, Seiten- 
flächen teils windschief, teils Dreiecke: InterJceil. 

ß) Eine Grundfläche ist ein Punkt: Pyramide, 

VI. Beide Grundflächen sind verschwindend klein. 

a) Beide Grundflächen sind Gerade (Schneiden). 

a) Schneiden parallel: Trapez resp. Parallelogramm. 

b) Schneiden nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Tetraeder, 

c) Schneiden nicht parallel: windschiefe Fläche. 

d) Schneiden nicht parallel, Seitenflächen zwei Drei- 
ecke und eine windschiefe Fläche: Halhtetraeder, 

ß) Eine Grundfläche ist ein Pankt: Dreieck. 
y) Beide Grundflächen sind Punkte: Gerade. 



B. GrundfLäolien sind krummlinige Figuren. 

I. Grundflächen sind kongruent. 

a) Seiten*) sind parallel: Cylinder. 

b) Seiten sind nicht parallel: Paracylhider. 
IL Grundflächen sind ähnlich. 

a) Seiten treffen verlängert in einem Punkte zusammen: 

KegelsUit0. 

b) Seiten treffen verlängert nicht in einem Punkte zu- 
sammen: ParaJcegelstutis. 

III. Grundflächen sind gleichartig**): Wanne. 

IV. Grundflächen sind nicht gleichartig: 

Prismatoid mit Jcnimmlinigen Grundflächen. 
V. Eine Grundfläche ist verschwindend klein. 

a) Eine Grundfläche ist eine Gerade (Schneide): Glocke, 
ß) Eine Grundfläche ist ein Punkt: Kegel, 

VI. Beide Grundflächen sind verschwindend klein, vgl. A, VI. 



*) Siehe § 16. 
**) z. B. zwei Ellipsen, deren Achsen nicht propoi-tional sind. 
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Gentralkorper mit geradlinigen Seitenkanten. 



Erster Teil: 
Körper mit geradlinigen Grundflächen. 

I. Grundfläclien sind kongruent. 

a) Grundkanten sind parallel, Seitenflächen Parallelogramme: 

Das Frisma. 

§ 22. Erklärungen: Das Prisma ist ein von zwei ebenen, pa- 
rallelen, geradlinigen, kongruenten Figuren als Grundflächen und von 
Parallelogrammen als Seitenflächen eingeschlossener Körper*). 

Man teilt die Prismen ein nach der Neigung der Seitenkanten 
zu den Grundflächen in schiefe und gerade, nach der Zahl derselben 
in drei- und mehrkantige, nach der Beschaffenheit der Grundflächen 
in regelmäfsige und unregelmäfsige, und endlich nennt man solche, 
deren Grundflächen Parallelogramme sind, Parallelepipeda. 

§ 23. Aufgabe: Den Inhalt eines Prismas zu bestimmen. 

Die Auflösung ist zwar schon früher § 14 gegeben, doch soll 
der Inhalt hier der Vollständigkeit wegen aus der Fundamentalformel 
abgeleitet werden. Nach § 18 ist dieselbe 

da nach § 6 

fi=fi = fo resp. = G 
ist, so wird 

j = ^ Ä(G + 46^ + G) = hG. 

Hieraus ergiebt sich nun für die speziellen Prismen: 
1) für das rechtwinkelige Parallelepidoo 

' J=abc (§ 13), 

*) Obwohl schon in § 3 der Begriff des Prismas ausgesprochen ist, ist hier 
noch eine — von der Ableitung unabhängige — Erklärung gegeben. 
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2) für den Würfel (Kubus), d. h. das Parallelepipedon mit 
Quadraten als Grund- und Seiteuflächen 

J = a^y wenn a die (Länge der) Kante bedeutet, 

3) für das Rhomboeder, d. h. das Parallelepipedon mit Rhomben 
als Grund- und Seitenflächen von der Beschaffenheit, dafs deren 
kleinere Diagonale gleich der Kante (a) ist, 

4) für das regelmäfsige n- kantige Prisma 

J= - Äa^cota = — Är^sin2a, 

wenn a die Grundkante, r den Halbmesser des der Grundfläche um- 
geschriebenen Kreises und a den Winkel bezeichnet. 

Beweis für 3): Beim Rhomboeder werde die Diagonalebene ^ff 12. 
BCE gezogen und von B aus das Perpendikel auf das gleichseitige 
Dreieck CDE gefällt. Da B von den drei Eckpunkten dieses 
Dreiecks C, JD und E gleichweit entfernt ist, so fällt offenbar der 
Fufspunkt des Perpendikels mit dem Mittelpunkte des gleichseitigen 
Dreiecks zusammen, und daher ist 



wo t die Hälfte der gröfseren Rhombusdiagonale vorstellt; weil aber 

f = la^ und t^' = ^ 
ist, so mufs Ä = a]/| sein. 

Die Grundfläche des Rhomboeders wird durch a^Y^ bestimmt, 
mithin 

Beweis für 4). Zerlegt man die Grundfläche eines regelmäfsigen 
Prismas in n kongruente gleichschenklige Centridreiecke, deren Winkel 

an der Spitze 2 a sein soll, so beträgt jedes Dreieck — cota, mithin 



na 



die Grundfläche —r- cot a oder, wenn man a == 2r sin a einführt, 

— -sin 2 a und daraus folgt das übrige. 

§ 24. Zusatz. Bedeutet beim Würfel a die Kante, 0*) die Ober- 
fläche, J den Inhalt, D die Diagonalebene (durch zwei Gegenkanten ge- 
zogen) und d die Körperdiagonale, so läfst sich eine Reihe von Aufgaben 
aufstellen, die hier tabellarisch zusammengestellt werden sollen: 

*) Oberfläche ist die Summe aller Grenzflächen^ vgl. Vorbemerkung zu § 87. 
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^d^y^ 
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b) Grundkauten sind nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Das Antiprisma. 

§25. Erklärungen: Das Antiprisma ist ein von zwei ebenen, 
parallelen^ geradlinigen, kongruenten Figuren als Grundflächen und 7on 
Dreiecken als Seitenflächen eingeschlossener Körper. — Es entsteht 
dasselbe aus dem Prisma auf folgende Weise: (Figur 13) 

„Denkt man sich die eine (obere) Grundfläche eines Prismas um 
einen beliebigen Punkt Z derselben gedreht, jeden ihrer Eckpunkte 
sowohl mit dem korrespondierenden als auch mit einem (etwa dem 
rechts*)) benachbarten Eckpunkte der anderen Grundfläche durch 
Gerade verbunden und läfst dann die Seitenflächen nach dem Bildungs- 
gesetz (§ 2) entstehen, so erhält man ein Antiprisma".**) 

Von besonderer Wichtigkeit ist dabei die Gröfse der Drehung; 
selbige ist dargestellt durch den Winkel VZÜ =: (p, welchen die 
vom Drehpunkt Z auf irgend eine Seite der (oberen) Grundfläche in 
der ursprünglichen (LM) und in der neuen Lage (EF) gefällten 
Senkrechten bilden. 

Von den Grenzwerten des Drehungs winkeis g) wird in der Dis- 
kussion (§ 29) die Rede sein. 

§ 26. Lehrsatz: Die mittlere Durchschnittsfigur des Antiprismas 
hat doppelt so viele Seiten als eine Grundfläche. Die Seiten sind 
paarweise gleich den Hälften der korrespondierenden Grundkanten; 
die Winkel mit gleichen Schenkeln sind ebenfalls gleich (180® — q>), 
die Winkel mit ungleichen Schenkeln entsprechen der Reihe nach 

*) Der Beschauer denke sich an f die drehbare (obere) Grundfläche in Z gestellt. 
**) Der Name Antiprisma ist zuerst von Wittstein gebraucht und eingeführt 
worden. 
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den Winkeln der Grundfläche^ wenn man zu jedem der letzteren den 
Drehungswinkel <p addiert. 

Beweis: Wir führen den Beweis, indem wir ein Antiprisma Fig. 13. 
zu Grunde legen, welches aus einem vierkantigen Prisma entstanden 
ist. In der Figur ist LMNO die obere Grundfläche vor ihrer Drehung 
und deshalb nur punktiert. Der Beweis für die Zahl und Beschaffenheit 
der Seiten ergiebt sich aus der Erklärung des Körpers wie aus dem 
proportionierten Schnitt der Seitenflächen. Auf die Gröfse der Winkel 
führt folgende Betrachtung: Da VZU den Drehungswinkel g? vor- 
stellt, so ^ wird der Winkel C7 TTFresp. J&TTJf, welchen die EF mit 
ihrer ursprünglichen Lage LM bildet, selbstverständlich 180^ — (p 
sein; da nun A^B^ || AB || LM, A^K^ || FE ist, so folgt 

denn Winkel mit parallelen, gleichgerichteten Schenkeln sind gleich; 
in derselben Weise gilt dies von den anderen Winkeln: 

A^i^i = ^1^1 A = ^i-B^F^ = 180^ - <p, 
und zugleich haben deren Nebenwinkel die Gröfse des Drehungs- 
Winkels * 

In dem durch Verlängerung von Ä^Bi, CiD^, E^F^ und H^K^ (in 
der Ebene des mittleren Durchschnitts) entstandenen Viereck PQST 
ist Seite PQ || AB, QS || BC, 8T \\ CD, TP || DA; mithin ist Winkel 
P = BAB, Q = ABC, 8 = BGB, T=CDA und, wenn a,/3,y 
und 8 die Winkel der Grundfläche bedeuten, 

H,K,A,=u-\-ip, A,B,C, = ß+,p, C,D,E,^y-\-ip, E,F,H,^8-\-^ 

als Aufsen Winkel der Dreiecke PA^K^y QC^B^ etc. 

§ 27. Aufgabe: Die mittlere Durchschnittsfläche des Anti- 
prismas zu berechnen. 

Auflösung: Bezeichnet man die Längen der Grundkanten mit 
a, &, c, dj die Winkel der Grundfläche wie vorher mit a, ß,y, S und 
verbindet die Scheitelpunkte der ungleichen Winkel des mittleren 
Durchschnitts durch die Diagonalen K^B^, B^D^, A^i? -^1-^1? ^^ 
werden dadurch ebenso viele gleichschenklige Dreiecke abgeschnitten, 
wie die Grundfläche Seiten hat. Da dieselben in dem Winkel an 
der Spitze (180^—9) übereinstimmen, so sind sie ähnlich: 

AK.B^A^ CO AB^D^C, co AD^F^E, co AF^K.H^, 
woraus folgende Proportionen hervorgehen: 

K^B^ : B,A^ = BiD, : D,C, = D,F, : F,E, = F,K^ : K,H,. 



*»=¥ = " = ¥== '''Y^^^ 2 
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Setzt man für die Schenkel ihre Werte, für die Grundh'nien m, n, o,p 
ein, 80 gestalten sich dieselben um in 

a b c d 

m : 

oder 

m: a = n:b = o : c =p:dy 

d. h. die Figur, welche nach Abtrennung der gleichschenkligen Dreiecke 
übrig bleibt, stimmt in der Zahl wie der Proportionalität der Seiten 
mit der Grundfläche überein. Bei jedem der obigen gleichschenkligen 
Dreiecke beträgt der Winkel an der Grundlinie ^q>, und da nach § 26 

^H,K,A, ^ a + q>, Ä,B,C, = ß + ,p, C,D,E, ^ y -\- q>, 

ist, so mufs 

^F,K,B,=^a, K,B,D,=ß, B,D,F, = y, D,F,K,^S 

sein, d. h. die Restfigur stimmt auch hinsichtlich der Winkel der 
Reihe nach mit der Grundfläche überein: sie ist ihr ähnlich. Nach 
diesen Vorbereitungen wird die Berechnung leicht auszuführen sein. 

AK,B,Ä,=^^K,A, ■ Ä,B, • sin (ISO'-g.) =1 . -J . J . sin 9, 

mithin 

diK^B^A =ya^sin9; 

ferner 

o 
1 2 



ADiFjEi'=^ (T sin q>, 

AF,K,H,==^^ßmg>, 
und die Summe aller Dreiecke 

2AA = y (a^ + b^ + c^-] ) sin q>. 

Da ferner die Restfigur, die mit B bezeichnet werden mag, der Grund- 
fläche (G) ähnlich ist, so gilt die Proportion 

B:G = m^ : c?, 



woraus 



weil aber 



so hat man 



« - (-:-)' e; 



m a Qp m op 

_ = - cos -2-, - = cos ^, 



JJ = ö cos« -|- =» -i- ö(l + cos g)). 
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Der mittlere Durchschnitt besteht aus der Restfigur und der Summe 
der gleichschenkligen Dreiecke, folglich 

/i = 1^(1 + cos 9) + i(a^ + fc^ + c^ + • • •) sin 9 
= \G i 1 + cos q) -| ' ^ — ' sm g? I • 

Der Faktor von sin 9 ist für jedes Antiprisma fest bestimmt, positiv 
und endlich, und zwar gröfser, kleiner als 1 oder gleich 1; will man 
also der Kürze wegen eine Winkelfunktion dafür einführen, so kann 
es nur tang oder cot sein. 

Es sei 

«2 + &« + c* + . . 



mithin 
dann ist 



4^ - = tog £, 

^ s < 90«, 



/i = i^^ (1 + cos 9? + tng 6 sin q>), 
r A n (-i \ ^03 ^ ^O'ä g? + sin 5 sin tp \ 

fi = iG ^1 + 33^-^ ;, 

§ 28. Zusatz: Der Punkt, um welchen die obere Grundfläche 
sich dreht, hat keine Bedeutung, ist mithin gleichgültig, wenn er 
nur irgendwo in der Ebene der Grundfläche liegt; folglich ändert 
sich die mittlere Durchschnittsfigur weder in Gestalt noch Gröfse, 
wo auch der Drehungspunkt hin verlegt werden mag, vorausgesetzt, 
dafs der Drehungswinkel derselbe bleibt; es müssen hiernach die 
mittleren Durchschnitte von Antiprismen mit kongruenten Grund- 
flächen bei gleichem Drehungswinkel kongruent sein, die etwa ver- 
schiedenen Drehungspunkte haben darauf gar keinen Einflufs. 

§ 29. Aufgabe: Den Inhalt des Antiprismas zu finden. 

Auflösung: Man führt den Wert des mittleren Durchschnitts 
für /i in die Fundamentalformel ein und bekommt dann 

J=\hG(2-^ C08(.-y )_\ 
^ \ ' COS s / 

in Worten : Das Antiprisma ist inhaltsgleich der (algebraischen) Summe 
dreier Pyramiden von gleicher Höhe und Grundfläche des Körpers, 

nur ist eine derselben mit dem variabelen Faktor — — zu multi- 

COS£ 

plizieren. — Von grofser Wichtigkeit ist es zu untersuchen, welchen 
Einflufs die Gröfse des Drehungswinkels q) auf die Gröfse des Inhalts 
J ausübt. 

Heinze-Lucke , Stereometrie. 2 
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Diskussion der Formel. 

1) für positive*) Drehungswinkel: 

u. J. = hG, 

> hG, 

* \ ' C08 e ' 

< Max., 

= hG, 

^\hG{2+tngs), 

= |AÖ, 

= iÄG(2-tng£), 

== \hG = Min. 

2) für negative*) Drehungswinkel: 

Wenn fp=0 so ist v. F. == 1 • u. J. = hG, 

9)=-d „ < 1 „ < hG, 

g> (90P-2s) „ =tng6 „ =iAÖ(2+tng«), 

g, (9(y>—s) „ =0 

9==— 90<* „ =— tngc 

g, (180»-2£) „ =-1 „ =iÄÖ = Min. 
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Das Antiprisma nimmt für verschiedene Drehuugswinkel, wie wir 
sehen, auch verschiedene Werte an; es knüpft sich daran unmittelbar 
die Frage: „für welchen Drehungswinkel hat der Körper seinen 
gröfsten (Maximum), für welchen seinen kleinsten Wert (Minimum)? 

Offenbar hängt dies von der veränderlichen Gröfse — — — und zwar 

allein vom Zähler derselben ab, da der Nenner konstant bleibt. 
Ersterer ist ein Cosinus und hat als Grenzwerte + 1 ^^^ — 1> ^®^ 
gröfsten im (p==e, den kleinsten für g)=180°+«ii^d9 = ""(l80«— ^); 
da sich aber die Drehung für positive Winkel nur bis 180«, für nega- 
tive nur bis — (180« — 2«) ausführen läfst***), so hat der Körper sein 

*) Positiv oder negativ ist der Drehungswinkel, jenachdem die Drehung 
rechts oder links um Z hemm erfolgt, cf. § 25 und § 2. 
**) 8 bedeutet einen kleinen Winkel. 
***) wie man sich leicht durch Anschauung des Drehungsmodells überzeugen 
kann. 
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Maximum für 9 == a und seine beiden Minima für q) = 180^ und 
g)== — (180^ — 28), Das Resultat der Diskussion besteht in folgendem: 
ßas Antiprisma stellt die Grundform (Prisma) vor, wenn 9=0, 
wächst hinsichtlich seines Inhalts, wenn g? > 0, erreicht sein Maximum 
für ff = s und nimmt wieder ab, wenn (p> s. Sobald der Drehungs- 
winkel die Gröfse von 2 6 erreicht, wird der Körper inhaltsgleich der 
Grundform, ohne jedoch die Gestalt derselben anzunehmen, (nur bei 
regelmäfsigen Grundflächen findet auch dieses statt), und sinkt dann 
fort und fort hinsichtlich seines Wertes bis zu zwei Pyramiden von 
lerselben Höhe und Grundfläche, ja bis zum Minimum zweier Gegen- 
»yramiden von halber Höhe. Für negative Drehungswinkef wird das 
bitiprisma sofort kleiner als die Grundform und läuft dieselben Werte 
jndurch, wie für positive Drehungswinkel über 2 s hinaus. 
Darauf gründet sich folgende Bemerkung: 

Vom Maximum ausgehend, hat das Antiprisma für gleiche 
>rehungs Winkel rechts und links denselben Inhalt. Soll die Glei- 
liung danach eingerichtet d. h. der Drehungsanfang nach dem 
[aximum verlegt werden, so setze man s + q> für g> in derselben 
n, sie bekommt dann folgende Gestalt: 



^ \ ' C08 6 / 



Die Diskussion wird dadurch gleichartiger und liefert für 9?==0 
IS Maximum, für 9 = + « die Grundform oder deren Wert, für 
= + 90« i der Grundform, für 9 = + (180^ — 6) die Minima als 
3genpyramiden von halber Höhe; zugleich liegt auf der Hand, dafs 
r Drehungsanfang auf jedes andere Stadium der Drehung des 
irpers übertragen weisen kann. — 

§ 30. Zusatz: Eben so wie aus oben gefundener Formel für jeden 
liebigen Drehungswinkel von bis 180« und von bis — (180« — 2 f) 
r körperliche Inhalt des Antiprismas berechnet wird, kann auch 
igekehrt für jeden zwischen Max. und Min. gelegenen Wert des 
Körpers der zugehörige Drehungswinkel hergeleitet werden. Wollte 
man z. B. wissen, für welchen Drehungswinkel der Inhalt des Anti- 
prismas -g^, --> ~r» "ö"' "9"' — ^^^ Grundform oder des Maximums 

beträgt, so würde der Ansatz einer Gleichung dazu verhelfen. — 
Die Frage sei gestellt: „Für welchen Drehungswinkel' wird der Inhalt 
zur Hälfte der Grundform?" so setze man die Gleichung an: 



^j,a{2 + ^^^^=^) = ^hG, 



2 



* 
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/ C0B(s-y) \ 

^ \ ' C0B6 / ^ 

d. h. 

COS (e — g)) = — ^ cos «. 

Nun wäre entweder cos (e — 9>) = — i cos 6 logarithmisch zu 
behandeln und daraus 9 zu bestimmen , oder algebraisch weiter zu 
verfahren. Letzteries mag hier ausgeführt werden: 

cos 6 cos 9 -f~ Bi'^ ^ ^i^ 9^ 1 

cos « ^' 

COS g> + tng £ sin 97 «=» — ^; 
alsdann o; für sin 9 eingeführt^ giebt 

und daraus 

1 — x^ = \ -{' X tng £ + ÄJ^ tng* £, 
geordnet 

i»*(l + tng* s) -^ X tng f = J, 

/r 4- tng g y _ 3 + 4 tng« e 

V •" 2 (1 + tng* s) / 4(1+ tng« sy 

und aufgelöst 

— tng a + |/3 + 4tng*e 

a: = sm op c= ^ Tg — 

^ 2 sec* 8 

Es sei ferner^ um einen bestimmten Fall ins Auge zu fassen^ 
die Grundfläche ein Quadrat^ so dafs tng £ = l und daher 



— 1 + 1/7 . — 1 — >/7 

sin q) = -r ; sm gj^ = 



also 



9> 



f 24« 17' 42,6", ^ 

155M2' 17,4", ^'~ 



- 65« 42' 17,4", 
[- 114Mr 42,6". 



Da aber der Körper nach der Diskussion für positive Winkel 
zwischen 0« und 90« einen gröfseren als den Grundwert hat, für 
negative Winkel nur bis — 90« überhaupt drehbar, ist, so können 
nur der zweite positive wie der erste negative Wert zulässig und 
richtig sein, d. h. 



cos {6 — fp) cos 110<> 42' 17,4 



1 



cos 8 cos 45** ^ 

folglich 

Die vorgehende Aufgabe allgemeiner gefafst: „ Antiprisma =« — Ä6r*' 
giebt die beiden Auflösungen: 
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• 



COS (£ - y) = (^ ^^ j cos 6, 

und 



„. ^ ^ _ (3m-2n)tng « ± Y n^ (1 + t ng^ «) — (3m-2n )« 

Sin <jp — a; n (r+t^«7) 

§ 31. Zusatz: Das Antiprisma heifst regelmäfsig; wenn seine 
Grundflächen regelmäfsige Figuren sind. In diesem Falle wird 

, na* na* , , 180^ 

tng e = -YrT = — 2 — r— = i^ög « = te? , 

° 46r na* Qoia ^ ^ n ^ 

und die Berechnungsweise bleibt dieselbe. 

§ 32. Zusatz: Das Maximum de» regelmäfsigen Äntiprismas, 
dessen Drehungsachse, die senkrechte Verbindungslinie der Mittel- 
punkte der Grundflächen ist, hat unter den verschiedenen Formen 
das meiste Interesse; seine Seitenflächen sind gleichschenkelige Dreiecke 
und sein Inhalt 

^ \ ' cos a J 

Drückt man auch die Grundfläche trigonometrisch aus, so läfst 
die Inhaltsformel noch eine weitere Verkürzung zu: 



j nha* 



(2 cot a + -^r^\ = -^7|^(cot a + cot i a) 



12 

nha* sin 4 oc 



12 sin a sin ^ a ^ 

mit deren Hülfe sich gewisse Aufgaben logarithmisch leicht lösen 
lassen; will man jedoch für einzelne bestimmte Körper die algebraische 
Form beibehalten, so wird immer die vorhergehende die ange- 
messenere sein. 
Beispiele: 

Wenn n = 3, so ist G = ia^S; cos a = ^ und J= ^ ha^ V^S, 
„ w = 4, „, „ (? = a«; cos« = il/2 und J^\ha^ {2 + y2) , 

„ n = 5, „ ^^G = -%M±'l, cos« = l(>/5 + l) 

und j^l^^JtM^ 

6 ]/lO — 2 1/5 

,> n = 6, „ „ (? = |a»)/3; cosa = i)/3und J=a2Ä(l + j/3) 

u. s. w. 
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§ 33. Erklärung: Werden die Seitenflachen eines regelmäfsigen 
Antiprismas gleichseitige Dreiecke, so nennt man dasselbe ein Archi- 
medisches Antiprisma; es gehört zu den halbregulären Körpern. 

§ 34. Aufgabe: Den Inhalt Archimedischer Antiprismen aus 
der Kante a zu berechnen. 

Tafel 2. 

Fig. 14. Auflösung: (Fig. 14) Die Höhe ist durch die Kante leicht zu 

bestimmen. Bezeichnet r den grofsen, q den kleinen Radius der 
Grundfläche, t die Transversale der Seitenfläche, so mufs 



Diesen Wert setze ma^ in den vorhergehenden Beispielen an- 
statt h ein: , 

für w = 3 ist Ä = aj/f und J=^a^y2', 

dieser Körper führt zugleich den Namen reguläres Oktaeder, (vgl. § 192 ff) ; 

für w = 4 ist h = ay\ und J= ^a^l + ■/2)t/2; 



für w = 5 ist Ä = a|/?^±p^ und J= ia«(5 + 2l/5); 

dieser Körper bildet den mittleren Teil des regulären Ikosaeders und 
kann zur Berechnung desselben benutzt werden; 



für w = 6 ist Ä = al/^^^tlj. ^nd J= a'V2 + 2l/3 etc. 

'^ 2+1/3 ' ^ 



c) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen windschief: 

Daa Faraprisma. 

§ 35. Erklärungen: Das Paraprisma ist ein von zwei ebenen, 
parallelen, geradlinigen, kongruenten Figuren als Grundflächen und von 
windschiefen Flächen als Seitenflächen eingeschlossener Körper. — 
Es entsteht dasselbe auf folgende Weise: 

„Dreht man die eine (obere) Grundfläche eines Prismas um einen 
beliebigen Punkt derselben, verbindet die korrespondierenden Eckpunkte 
beider Grundflächen durch Gerade und läfst dann Gerade parallel den 
Grundflächen an den benachbarten Seitenkanten fortgleiten, so wird 
dadurch ein Paraprisma begrenzt." 

§ 36. Erklärung: Diejenigen Punkte beider Grundflächen eines 
Prismas, von welchen aus Gerade nach den Eckpunkten gezogen, 
beide der Reihe nach in kongruente (beim Pyramidenstutz in ähnliche) 
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Dreiecke zerlegen^ sollen Ahnlichkeitspunkte genannt werden, und die 
Verbindungslinie von je zwei entsprechenden Ahnlichkeitspunkten 
Ähnlichkeitslinie. Es liegt auf der Hand, dafs jeder Punkt der einen 
Grundfläche seinen Ahnlichkeitspunkt in der anderen hat, sowie, 
dafs die Ähnlichkeitslinie stets parallel jeder Seitenkante des Prismas 
sein mufs. 

§ 37. Lehrsatz: Jeder der Grundfläche parallele Durchschnitt Fig. 15, 
eines Paraprismas ist der Grundfläche ähnlich. 

Beweis: EFHK sei die obere Grundfläche in der um den 
Winkel (p gedrehten Lage, AO und BM zwei benachbarte Seiten- 
kanten der Grundform, AE und BF die entsprechenden des Para- 
prismas, N der Drehpunkt der oberen Grundfläche (der Einfachheit 
wegen innerhalb angenommen), L sein Ahnlichkeitspunkt, also LN 
die Ähnlichkeitslinie. Alsdann werde in der Entfernung x von der 
unteren Grundfläche eine zu dieser parallele Ebene durch beide Körper 
gelegt; man erhält dadurch bei der Grundform eine der Grundfläche 
kongruente Figur und* beim Paraprisma eine von gleich viel Seiten; 
hier in der Zeichnung finden sich nur die beiden Dreiecke K^^B^^N^ 
und K^B^N^ als entsprechende Teile derselben, deren Ähnlichkeit zu 
beweisen ist. Hohe beider Körper == Ä. 

Aus der Konstruktion folgert man 

K,,K, = ^OE; B,,B,^^MF; 

ferner aus der Ähnlichkeit der gleichschenkeligen Dreiecke ENO 
und FNM 

^NOE^^NMF-, d.h. ^N,K,,K^ = ^N,B,,B,', 

ebenso 

NO:NM=OE:MF==^OE:~MF = K,,K,:B,,B„ 



mithin 

und daher 

hieraus 

ferner 

und deshalb 



N,K,r-NiB,,-=K„K,:B,,B,, 

iVi K, : JVi S, = JVi Äii : iV, B^^, 

^K,N,K,,='^B,N,B,„ 

AZ, JVi Bi 00 A Zu N^ JBn, 
AKiNiB^tj^^ONMtoAENF. 
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Dasselbe Verfahren wiederholt sieh bei den hier nicht gezeichneten 
Dreiecken, und da ähnliche Dreiecke gleichartig zusammengesetzt 
ähnliche Vierecke geben, so ist damit der Beweis geführt. 

§ 38. Aufgabe: Die mittlere Durchschnittsfigur des Paraprismas 
zu berechnen. 

Auflosung: Werden vom Antiprisma (Fig. 13) durch windschiefe 
Flächen die (4) Halbtetraeder, von denen Ä^K^ B^ABEF i^,^ vordere 
ist, abgeschnitten und zugleich von dessen mittlerem Durchschnitte 
die (4) gleichschenkligen Dreiecke abgetrennt, so bleibt das vom 
Antiprisma eingehüllte Paraprisma übrig und als mittlerer Durch- 
schnitt desselben die .schon § 27 berechnete Bestfigur 

/i = iö^(l + cosg?). — 

Doch kann man dieselbe auch unabhängig vom Antiprisma auf 
folgende Weise finden: In Figur 15 sei K^N^B^ jetzt ein Dreieck 
des mittleren Durchschnitts und Ni der Ahnlichkeitspuukt desselben; 
folglich mufs, wenn aus der Spitze JV^ des gleichschenkligen Dreiecks 
FNM auf FM die Senkrechte NP gezogen ist, 

und 

N^Bi = NT'= NM cos -1- 

sein; alsdann verhält sich: 

fi:G = NiBi^:NF* 
oder, da 

NF=NM 
ist, 

fi:G = NiBj*:NM\ 
mithin ist 

§ 39. Aufgabe: Den Inhalt des Paraprismas zu bestimmen. 
Auflösung: Durch Einführung des im vorigen Paragraphen für 
/i gefundenen Wertes in die Fundamentalformel erhält man 

J = ^hG {2 + cos (p)] 

in Worten: Das Paraprisma ist inhaltsgleich der (algebraischen) 
Summe dreier Pyramiden von gleicher Höhe und Grundfläche des 
Körpers, nur ist eine derselben mit dem variabelen Faktor cos q) zu 
multiplizieren. 
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Diskussion der Formel. 
Wenn 9 = wird cos 9 = 1 u. J, = Ä6r = Max., 

1} g? = + d „ cos g? < 1 V < ^(^y 

>y q) = + 60^ „ cos9 = ^ „ =^hG, 

yy g? = + 120^ ?; COS 9 = — ^ „ = \hG, 

„ 9, = + 135« „ cos9)=--i}/2 „ =iA(?(4-V2), 

„ (p = 4:l50« „ cos(p=-i}/3 „ =^ÄG(4-|/3), 

» 9 = ib 180« >? COS g? = — 1 „ =^Ä6r = Min, 

d. h. das Maximum des Paraprismas ist die Grundform, bei jeder 
fortgesetzten Drehung nach links oder rechts nimmt der Inhalt ab, 
wird bei + 90« gleich der Summe zweier Pyramiden von derselben 
Grundfläche und Höhe, bei + 120« gleich der Hälfte des Prismas 
und bei + 180« zum Minimum zweier Gegenpyramiden, wie das Anti- 
prisma für positive Drehung. 

§ 40. Zusatz: Aus vorstehender Formel des Paraprismas kann 
man nicht nur für jeden beliebigen Drehungswinkel den Inhalt des 
Körpers bestimmen, sondern auch umgekehrt für jeden Zwischenwert 
den zugehörigen Drehungswinkel herleiten, man kann selbst Anti- 
und Paraprisma etwa in folgender Weise verbinden: „für' welchen und 

zwar gleichen Drehungswinkel ist das Paraprisma "ö"? t^ "5"' — ^®^ 

gleichnamigen Antiprismas und umgekehrt ?^^ Das Letztere diene als 
Beispiel. 

Es sei 



— Antipr. = Parapr. 



d. h. 



also 



2 m + m cos 9 + *^ t"g e sin tp = 2n -{- n cos 9, 
(w— m) cos q) — m tngs sin (p = — 2(n — m), . 

m ing s . ^ 

COS w — sm <p == — 2. 

^ n — m ^ 

Setzt man alsdann 

m tng s . 
°— = tng 17, 
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80 mufs 



und 



cos 71 cos (p — sin 1} sin 9) B» — 2 cos ij 
cos (i? + 9) =* — 2 cos rj 



sein. 

Mit Hülfe der logarithmisch-trigonometrischen Tafeln kann für 
spezielle Werte von 1} daraus q) leicht bestimmt werden; zieht man 
jedoch die algebraische Entwickelung yor^ wie es in § 30 geschehen, 
so würde in vorletzter Gleichung :z; für sin 9 einzuführen sein; demnach 

yi — a;* =» a; tng ij — 2; 
dies quadriert und geordnet giebt 

x^ (1 + tng* ij) — - 4:X tng ly = — 3, 
oder entwickelt: 

^ 1 + tng* ij 

Um ein Beispiel in Zahlen zu haben ^ soll die Grundfläche 

beider Körper ein Quadrat und — — ^ sein, also tng €=1, tng ij=4, 

daiin ist 

43«3'12" = (pi, 

.165«!' 9" = 92 

für 9i ist nun Antipr. = ha\ 1,13780. ; Parapr. == ha\ 0,91024. 

„ 9?2 „ „ „ = Aa^ 0,430827.; „ = Äa^ 0,344662. 

Sollte dagegen das Antiprisma = f des Paraprismas sein, so 

wäre — = f und tg ij = — 5 zu setzen, also 

f— 34« 24' 12", 



sm q> = — =^ — d. h. g) = 



— 10 + 1/22 , , 
m<p = ^ — d. h. (p = 



- 168« 12' 59". 



1 



Der letztere Wert ist nach der Diskussion (§ 29) zu verwerfen, 
für ersteren dagegen 

Antipr. = ha\ 0,753355; Parapr. = ha\ 0,941693. 

§ 41. Aufgabe: Den Inhalt des geraden Paraprismas (dessen 
Seitenkanten für 9 = senkrecht auf den Grundflächen stehen) ohne 
trigonometrische Hülfsmittel zu berechnen, wenn aufser der Grundfläche 
und Höhe noch die Verbindungslinie e des Drehungspunktes mit 
Fig. 16. einem Eckpunkte der oberen Grundfläche gegeben ist; die Seitenkante <• 
wird als variabel gedacht. 

Auflösung: Es sei J5-N'=-4L = e, ÄE^='X^ i^ die Ähnlich- 
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keitslinie, also jetzt senkrecht auf der Grundfläche; verbindet man 
A und E mit N^y so ist selbstverständlich 



und da K^N^ als Mittellinie des gleichschenkligen Dreiecks ÄN^E 
senkrecht auf der Grundlinie AE steht, 

Z^iV,» = EN* - ^ = c« - i- (a;«-Ä*). 
Aus der Proportion 

wird gefolgert: 

/■.-o(i-f[^> 

durch Einsetzen dieses Wertes in die allgemeine Formel ergiebt sich 

Diskussion dieser Formel. 
Wenn o? == Ä so ist J. = Ä ö = Max., 



y) 



n 



yj 



}} 



7) 



» 



x^yj^+7 „ =ihG, 



X =Vh* + i^ + y2) e' „ =^^6^(4-1/2), 



a; = Vä« + (2 + 1/3) e» „ = ^Ä 6? (4 - j/S), 



Vergleiche dazu § 39. 

§ 42. Zusatz: Hat das Paraprisma regelmäfsige Grundflächen, 
80 ändert sich die Berechnungsform nicht wesentlich; einige Beispiele 
für den speziellen Wert des Winkels 9 = a mögen hinzugefügt 
werden: 

Für n ==> 3 ist cos a = y u. J. -rj- a^hys, 

„ n = 4 ist cosa=y)/2 U.J. -^o*ä(4+}/2). 

u. s. w. 
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Übungsaufgabe: Die Gesamtsumme der körperlichen Abschnitte 
zu berechnen, welche gebildet werden durch die Differenz eines Anti- 
und Paraprismas mit kongruenten Grundflächen, gleicher Höhe und 
gleichem Drehungswinkel, sowie die Inhaltsformel zu diskutieren 
(Maximum, Minimum). 

9 

d) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen teils 

windschief, teils Dreiecke: 

Das Interprisma. 

§43. Erklärung: Das Interprisma ist ein von zwei ebenen, 
parallelen, geradlinigen, kongruenten Figuren als Grundflächen und 
teils von windschiefen Flächen teils von Dreiecken als Seitenflächen 
eingeschlossener Körper. — Die Entstehung durch Drehung aus dem 
Prisma ist derjenigen des Anti- und Paraprismas analog. 

§ 44. Erklärung: Während für eine und dieselbe Grundfläche 
und Höhe sowie denselben Drehungswinkel dem Inhalte nach nur 
ein Antiprisma und ein Paraprisma existiert, giebt es dagegen (w — 1) 
verschiedene Interprismen, wenn die Grundfläche n-eckig ist, nämlich 
Interprismen mit 1, 2, 3, ...(w — 1) windschiefen Seitenflächen, welche 
'Mittelglieder zwischen Anti- und Paraprisma sind und den Übergang 
von dem einen zum andern bilden. 

§ 45. Aufgabe: Die mittlere Durchschnittsfigur des Inter- 
prismas zu bestimmen. 

Auflösung: Je nachdem man vom Antiprisma (Fig. 13) l,2,3u.s.w. 
Halbtetraeder abschneidet, erhält man Interprismen mit 1, 2, 3 u. s. w. 
windschiefen Seitenflächen. Zugleich werden vom mittleren Durch- 
schnitt des ersteren 1, 2, 3 u. s. w. jener ähnlichen gleichschenkeligen 
Dreiecke hin weggenommen, deren Berechnung nach § 27 sehr leicht 
ist. Der mittlere Durchschnitt des Interprismas unterscheidet sich 
demnach von dem des Antiprismas nur durch den Faktor von sin q), 
in dessen Zähler die Quadrate derjenigen Grundkanten fehlen, welche 
(untere) Grundkanten der windschiefen Seitenflächen sind. Der mittlere 
^«- 17. Durchschnitt des hier gezeichneten Körpers (Fig. 17) wurde also sein: 

fi = ^G (l + cos ip + -\^ sin (p\ , 

oder wenn dann 

a^ + c^ . 

-10- = ^«'^ 
gesetzt wird, 



/i=i^(i+-^^^f^)- 
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Beispiel: Die Grundfläche des Interprismas mit 3 windschiefen 
Seitenflächen sei ein regelmäfsiges Fünfeck; daraus folgt: 

£1 = 16^2' 17"; 

der Körper hat sein Maximum bei 16^12' 17", während das gleich- 
namige Antiprisma dasselbe erst bei 36® erreicht. 

§ 46. Aufgabe: Den Inhalt des Interprismas zu finden: 
Auflösung wie beim umhüllenden Körper: also 



** y * COS «1 J 



Die Diskussion ist ganz dieselbe wie beim Antiprisma und bedarf 
keiner Wiederholung; desgleichen braucht kaum erwähnt zu werden, 
dafs die Aufstellung dieses Körpers ganze Gruppen neuer stereo- 
metrischer Aufgaben vermittelt. 

§ 47. Zusatz: Aus den in § 29, § 39 und § 46 gewonnenen 
Resultaten geht nun als einheitlicher Inhaltsbegriff sämtlicher ver- 
schieden gestalteter Prismen hervor: 

Jedes Prisma wird gemessen durch die Formel 

^ \^ ' cos fi y 

Der Winkelwert s hängt zunächst von der seitlichen Begrenzung 
des Körpers ab; er ist ein Maximum für das Antiprisma, nimmt ab, 
je mehr das Interprisma windschiefe Seitenflächen hat, und wird 

zum Minimum == beim Paraprisma, für welches ^ in cos w 

^ ' cos s ^ 

übergeht. 

Zur Vergleichung der prismatischen Körper in den verschiedenen 
Stadien ihrer Drehung möge der Würfel dienen, der als Interprisma 
2 windschiefe Seitenflächen haben soll, bei welchem also tang«j = ^, 
mithin s^ = 26« 34' ist. 

Der Würfel 

als 

Antiprisma Interprisma Paraprisma 

^ = J=a\ 1,0000 a^ . 1,0000 a^ . 1,0000 

q> = 6, eT^ = aM,1139 a\ 1,0393 a« . 0,9648 
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Antiprisma Interprisma Paraprisma 

g) = 30^ J = a» . 1,1220 a» . 1,0386 a» . 0,9553 

9 = 45^ J=a\ 1,1 380 a» . 1 ,0203 a» . 0,9023 

^ = 2£i J = a^ 1,1333 a» . 1,0000 a» . 0,8666 

^ = 60° «/ = a^ 1,1^20 a» . 0,9776 a» . 0,8333 

9, = 90« J = a^ 1,0000 a» . 0,8333 a» . 0,6666 

y = 90« + £1 J^aK 0,8157 a» . 0,6666 a» . 0,5176 

. 9^ = 120« J = «3.0,7887 a» . 0,6443 a». 0,5000 

9 = 135« J=aK 0,6666 a» . 0,5488 a^ . 0,4309 

<p = 150« J=a\ 0,5447 a» . 0,4613 a» . 0,3779 

9 = 180« J = a« . 0,3333 a« . 0,3333 a» . 0,3333 . 

II. Grnndfläclieii sind ähnlich. 

a) Grundkanten sind parallel, Seitenflächen Trapeze: 

Der Fyramidenstutz. 

§ 48. Erklärung: Ein von zwei ebenen, parallelen, geradlinigen, 
Fig. 18. ähnlichen Figuren als Grundflächen und von Trapezen als Seitenflächen 
eingeschlossener Körper wird Pyramidenstutz genannt. 

Werden die Seitenflächen desselben gehörig erweitert, so wird 
der Körper zu einer vollständigen Pyramide; alle Seitenkanten treffen 
nämlich bei hinreichender Verlängerung in einem Punkte, der gemein- 
schaftlichen Spitze, zusammen, wie man leicht durch Anwendung von 
Proportionssätzen erweisen kann. — Man erhält daher auch umgekehrt 
aus einer Pyramide einen Pyramidenstutz, wenn man durch eine parallel 
der Grundfläche einer Pyramide geführte Schnittebene dieselbe abstutzt; 
daher sein Name. 

§ 49. Lehrsatz: Der mittlere Durchschnitt D eines Pyramiden- 
stutzes ist gleich der halben Summe des arithmetischen' und geo- 
metrischen Mittels aus beiden Grundflächen. 

Beweis: Wenn a und a^ zwei gleichliegende Seiten der beiden 
Grundflächen G und g bedeuten, sodafs die entsprechende des mitt- 

n. -i~ n. 

leren Durchschnitts = "l ist, so verhält sich 

G :g '^^ a^ : a^-^ YG lYg = aia^y 

Hieraus folgt 
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sowie 



mithin ist 



d. h. 






§ 50. Aufgabe: Den Inhalt des Pyramidenstutzes zu finden. 
Auflosung: Setzt man den für den mittleren Durchschnitt 
gefundenen Wert in d. allgem. Formel ein, sp erhält man 

1) wenn beide Grundflächen G und g und die Höhe h gegeben sind: 

J '= \h {G + g + YG^; 

2) wenn eine Grundfläche 6r, die Höhe h und das Verhältnis 
zweier korrespondierender Seiten m : n gegeben sind: 

J-t*e((i)"+(i)' + (^)') 

oder 

■^-*«[(^")"+i(^-)i- 

Zur Erläuterung diene, dafs 



9 = —rGr 



und 



^-i[x('+^)+^4 



also beide Werte eingesetzt, die erstere Form geben. Die letzte ist 
nur eine Transformation der ersteren, die aber häufig wiederkehrt 
und deshalb hier entwickelt werden soll. Es ist: 

zerlegt man die einzelnen Glieder des Klammerfaktors in algebraische 
Summen, wie folgt, 



m^ w' . 1 
3^4 '3 


4 ' 


mn 2mn 1 


2mn 


3 4 3 


4 


3 4 ' 3 


4 



und verbindet dieselben nach ihren Zahlenkoeffizienten 
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so ergiebt sich von selbst 

T 7 >-f / wi* + 2ww + n* , 1 m* — 2'ww + n'\ 

«^ = *^ \ liü^ — + ¥ j^i^ ; 



oder 



T i.n f/^ + n\2 , 1 /w — w \2"| 



3) wenn die Grundflächen regelmäfsige Figaren sind^ a und a, 
zwei Grundkanten, n Anzahl der Seiten, a = 



n 



12 

oder 



e7 = -^^nh cot a (a* + aa^ + a^*) 



Beispiele: a^^^-^a und n = 3, 4, 5, 6. 



b) Gründkanten sind niobt parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Der Antipyramidenstutz. 

§ 51. Erklärung: Ein von zwei ebenen, parallelen, geradlinigen, 
ähnlichen Grundflächen und von Dreiecken als Seitenflächen einge- 
schlossener Körper wird Antipyramidenatutz genannt. — 

Die genetische Erklärung durch Drehung der einen Grundfläche 
ist ganz konform der des Antiprismas (§ 25). 

§ 52. Lehrsatz: Die mittlere Durchschnittsflgur des Anti- 
pyramidenstutzes hat doppelt soviele Seiten als eine Grundfläche; die 
Seiten sind paarweise gleich den Hälften der korrespondierenden 
Grundkanten; femer sind die Winkel mit gepaarten Schenkeln evor 
ander gleich (180^ — 9), während die Winkel mit nicht gepaarten 
Schenkeln den Winkeln der Grundfläche entsprechen, wenn man zu 
jedem der letzteren den Drehungswinkel tp addiert. 

Beweis ist wörtlich derselbe wie § 26, nur hat man dazu 
Fig. 19 zu vergleichen. 

§ 53. Aufgabe: Den mittleren Durchschnitt^ des Antipyramiden- 
stutzes zu berechnen. 
Fig. 19. Auflösung: Wenn' G und g die Grundflächen, a^ ß, y und S 

deren Winkel, a und a^, b und 6^, c und Cj, etc. ihre korrespon- 
dierenden Grundkanten bedeuten, so verhält sich, da, Gtng ist, . 
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a : aj^= 6 : 61 = c : c^ = d : d^j 
also auch 

Y • "2 2 * ~2" ~ 2 ' "ä ~2 ' 2^ 

und wenn die Scheitel der ungleichen Winkel des mittleren Durch- 
schnitts durch die Diagonalen K^B^y B^D^, A^i? ^x^\ verbunden 
werden, so findet man 

nach der Proportionalität je zweier Seiten und der Gleichheit des 
von ihnen eingeschlossenen Winkels. Bezeichnen ferner m, n, 0, p 
die dritten Seiten jener ähnlichen Dreiecke, so folgt 

a b d 

- :m=-:n=y :o=-:i> 

oder 

a : m=^ b :n '= c : = d : p] 

ferner ist, da die beiden Winkel an jeder dritten Seite zusammen q) 
betragen, 

^A,B,E, + ^Ä,K,B, = ip', oder dB. ^Ä,B,K, = ^ H,K,F, ist, 

folglich, da 

ist, 

^ B,K,F, = « 
und in derselben Weise 

^K,B,D, = ß, ^B,D,F, = y, ^B,F,k, = $, 

d. h. die Restfigur, welche nach Abtrennung jener ähnlichen Dreiecke 
vom mittleren Durchschnitte bleibt, ist der Grundfläche ähnlich. 
Die Berechnung kann nun keine Schwierigkeit machen; es ist 

£.K,A,B, = \ A,B, . Ä,K, . sinClSO» - 9,; = [ . | . -J «sin g>, 

also 

AK^A^B^ = ^ aa^ sin 9; 
ebenso findet man 

ABiCiD^. = \ bb^ sin 9; AD^E^F = { cc^ sin 9? u. s. w., 
mithin die Summe aller Dreiecke 

ZAA = \ {aa^ + bb^ + <^^i + +) sin 9). 
Aus der Ähnlichkeit der Restfigur (durch 22 ausgedrückt) und 
der Grundfläche G erhellt: 

12 : 6r == m^ : a^ 

Heinze - Lacke , Stereometrie. 3 
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und deshalb 

dann mufs nach dem Cosinussatze 

♦»* = T + -¥- - 2 1 • f co«(180« - 9), 

m^ = \ (a^ + ^1^ + 2««! cos y), 
also 

sein, und weil 

0:,-.':«.', A_(Ä)-, VT-i 

SO folgt, wenn man diese Werte substituiert, 

JJ = i(?(l + |- + 2]/fcos9,), 

ii = ^ ((? + ^ + 2 cos 9P }/Ö^. 

Der mittlere Darchschnitt /j besteht aus der Restfignr und der 
Summe jener ähnlichen Dreiecke, d. h. 

fi = i{G+9) + ^ cos <p YGg + i (ooi + 661 + ccj + +) sin 9, 
/; = i(ö + ^) + il/G^.(cosg.+ ^^^±^^^|^^++ sin^), 

und wenn hier wiederum der konstante Faktor von sin 9 gleich 
tang £ gesetzt wird, wobei 

^ « < 90», 
so hat man 

/i == i (G + 5^) +' iVGg- (cos 9 + tngc sin 9), 

in Worten: Der mittlere Durchschnitt ist gleich der halben Summe 
des arithmetischen und geometrischen Mittels beider Grundflächen, 
nachdem letzteres mit dem yariabelen Faktor multipliziert worden. 

§ 54 Zusatz: Der Drehüngspunkt der oberen Grundfläche ist 
auch hier ein ganz beliebiger, nur in der Ebene derselben gelegener; 
es gelticn demnach alle Folgerungen, die schon § 28 gemacht wurden. 

§ 55. Aufgabe: Den Inhalt des Antipyramidenstutzes zu£nden. 
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Auflösung: Man substituiert den in § 53 berechneten Wert 
des mittleren Durchschnitts in die Fundamentalformel imd erhält 
dann als Resultat 

d. h. der Inhalt des Antipyramidenstutzes ist inhaltsgleich der (alge- 
braischen) Summe dreier Pyramiden von derselben Höhe; zwei von 
ihnen haben die Grundflächen des Körpers, die dritte das mit dem 

variabelen Faktor — multiplizierte geometrische Mittel derselben 

zu Grundflächen. 

Diskussion der Formel. 

1) für positive Drehungswinkel: 



Wenn ^=0 


so ist V 


.F.=l 


nJ.^^hiß+g+yag), 


„ 9) d 


97 


>1 


„ >Pstz., 


„ 9? £ 


7} 


1 

cose 


„ -ih(G+g-{-^YGg)-U&x., 


„ 9 = £ + d 


77 


cos« 


„ < Max., 


„ g)—26 


?; 


—1 


jy — Jr St/Z., 


„ 9-90« 


;? 


=tng« 


„ -ihiO+g+tngsYGg), 


„ ip = 90'+a 


>» 


— 


„ =mG+g), 


„ 9=90^+25 


;; 


tnge 


„ -ihiG+g-ingsyG~g), 


„ <p = 180« 


7J 


1 


„ -^hiG+g-VGg)-Min. 



2) für negative Drehungswinkel: 

Wenn 9? == so ist v. F. = 1 . u. J. = Pstz., 

q> = — S „ <1 „ <Pstz., 



7; 



<P (90»- £) „ =0 „ ==\h{G+g), 

9> 90» „ =-tng£ „ ^^hiG+g-tagsiVG^, 

9,= _(180»-2«) „ = 1 „ =^h(G+g-}^g)=TAm. 

Bezüglich des Maximums und der Minima des Körpers vergleiche 

§ 29. Das Resultat der Diskussion besteht in folgendem: 

Der Antipyramidenstutz geht aus der Grundform hervor, wächst 

bei anfangender Drehung, erreicht sein Maximum für ip = s, nimmt 

3* 
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dann stetig wieder ab, bis er für 9) «= 2^ der Grundform gleich wird, 
ohne jedoch der Gestalt nach mit derselben übereinzustimmen; dies 
letztere ist nur bei regelmäfsigen Grundflächen der Fall. Wird die 
Drehung weiter fortgesetzt, so verringert sich der Inhalt für 9== 90^+ £ 
bis zu zwei Pyramiden und für 9 = 180^ bis zum Minimum zweier 
Gegenpyramiden, deren Höhen sich wie ein Paar korrespondierende 
Grundkanten verhalten. Für negativ^ Drehungswinkel wird der 
Körper sofort kleiner als die Grundform, und läuft dieselben Werte 
hindurch, wie für positive Drehungswinkel über 2e hinaus. 

Vom Maximum ausgehend hat der Körper für gleiche Drehungs- 
winkel nach rechts und links stets gleichen Inhalt; will man dem- 
gemäfs die Formel umgestalten und den Drehungsanfang nach dem 
Maximum verlegen, so kann dies durch Einführung von £ + 9 statt 
<p geschehen; dieselbe lautet dann 

Zugleich kann man aus der Inhaltsforrael für jeden beliebigen 
Zwischenwert des Körpers den zugehörigen Drehungswinkel in der 
Weise berechnen, wie es § 30 geschehen ist. 

§ 56. Zusatz: Der Antipyramidenstutz wird regelmäfsig ge- 
nannt, wenn seine Grundflächen regelmäfsige Figuren sind; als- 
dann geht 

naa' . , / . 180^ \ 

tnff £ = 4 — ^ tng a 1= tng 1 

° naa^ cot« ° \ ° n / 

über, sonst ändert sich die Berechnungsform nicht ab; die Inhalts- 
formel hat bei trigonometrischer Auffassung der Grundflächen folgende 
Gestalt: 

J = -Tzr^nh cot a (a^ + a,^ + aa. ^^^ \^~^) y 
12 \ ' ^ ' ^ cosa / 

Beispiel: Wird beim Maximum des regelmäfsigen Antipyra- 
midenstutzes a^ = ^ a genommen, so erhält man z. B. 

für w = 3 J = -A_a2^j/3, 

für w = 4 J=-4-«'Ä(5 + 2y2) u. s. w. 

I 

c) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen windschief: 

Der Farapyramidenstutz. 

Bemerkung: Die Erklärung des Parapyramidenstutzes erhellt 
aus der Ableitung; hinsichtlich seiner Entstehung wird auf das Para- 
prisma verwiesen (§ 35). 
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§ 57. Lehrsatz: Jeder der Grundfläche eines Parapyramiden- 
stutzes parallele Durchschnitt ist der Grundfläche ähnlich. 

Beweis und Konstruktion sind wörtlich wie § 37, nur hat man 
dazu Fig. 20 zu vergleichen und statt Paraprisma Parapyramiden- Fig. 20. 
stutz zu lesen; doch kann selbstverständlich die Ahnlichkeitslinie 
nicht mehr parallel den Seitenkanten der Grundform sein, indessen 
liegt sie mit jeder derselben in einer Ebene. 

§ 58. Aufgabe: Den mittleren Durchschnitt des Parapyra- 
midenstutzes zu berechnen. 

Auflösung: Wenn man vom Antipyramidenstutz die (4) Halb- 
tetraeder abschneidet, so erhält man den eingehüllten Parapyramiden- 
stutz; zugleich werden vom mittleren Durchschnitt des ersteren die 
(4) ähnlichen Dreiecke hinweggenommen, und die schon § 53 be- 
rechnete Restfigur bildet dann den gesuchten mittleren Durchschnitt 

n = {iG + g + 2 cos q>yG~g); 

• 

doch läfst sich derselbe auch unabhängig vom Antipyramidenstutz 
entwickeln. In Fig. 20 sei K^N^B^ ein Dreieck des mittleren Durch- 
schnitts, J^^J der Ähnlichkeitspunkt desselben; BiB^i = ^FM. Die 
von der Spitze N auf FM gefällte Senkrechte NP halbiert FM, 

dessen Hälfte MP = MN sin -|- = B^B^^ ist; der Kürze wegen mag 

noch r für BL und r^ für MN eingeführt werden, dann findet man 
unmittelbar: 

B,B,, = r, sin -|-; B^N, = i (r + r,) 

und 

^ NMP = ^N,B,,B, = 90« - -f. 

Aus diesen drei Stücken des Dreiecks N^ B^^ B^^ kann auf be- 
kannte Weise die fehlende dritte Seite (s) berechnet werden: 

5« = J(r + r,y + r,2 sin^ i 9 - 2 (-^^) ^ sm i 9 cos (90« - ^ cp), 

5^ = i (r + ri)2 — rr^ sin^ ^ 9, 

s' = \{r^ + r,') + ^rr,{\ - 2 sin^ \ 9,), 
s^ = \ (r^ + r^^) -f \ rr^ cos 9). 
Nun verhält sich 

mithin ist 



38 



Zweiter Abschnitt. Erster Teil. 



und da 



/i = iG(l+(f)* + 



2ri 



COS 



9>y 



r 



G:g==f^:r,\ also i = (^)*, l/|- = 
SO erhält man durch Einführung letzterer Gröfsen obige Form: 

/i = i (<? + ? + 2 cos «p VG^, 



oder 



d. h. der mittlere Durchschnitt ist gleich der halben Summe des 
arithmetischen und geometrischen Mittels beider Grundflächen^ nach- 
dem letzteres mit dem variabelen Faktor cos 9 multipliziert worden. 

§ 59. Aufgabe: Den Inhalt des Parapyramidenstutzes zu finden. 

Die Auflösung erfolgt durch das Einsetzen der Werte in die 
bekannte Formel: 

J=^\h{G + g + cos ifYG'g), 

und die Erklärung in Worten lautet genau so wie beim Anti- 
pyramidenstutz. 

Diskussion der Formel. 

Wenn (p = wird 3. = \h{G+g+ YOg) = Max., 



77 



77 



77 



» 



?? 



9, == 4- 30" 

y = + 60» 
g, = + 90» 

<P = ± 120"> 

9> = + 150« 

9> = + 180» 



= \h{G+g-^VGi}, 
= ^hiG + g-^ym~g), 



= ^hiG + g- l/G^)=Min. 

Das Maximum hat der Körper an der Grundform; bei fort- 
gesetzter Drehung nach rechts oder links nimmt er stetig ab, wird 
für 9 = + 90^ ^^^ Summe zweier Pyramiden gleich, (welche die Höhe 
des Körpers zur Höhe und seine Grundflächen bezw. zu Grundflächen 
haben), und für 9 = + 180^ als Minimum identisch mit dem Anti- 
pyramidenstutz. 

§ 60. Aufgabe: Den Inhalt eines Parapyramidenstutzes, dessen 
Ähnlichkeitslinie senkrecht auf den Grundflächen steht und zugleich 
Drehungsachse ist, ohne trigonometrische Hülfsmittel zu {>erechnen. 
Gegeben seien aufser der Höhe und den Grundflächen die Verbindungs- 
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linien r und r^ der Ahnlichkeitspunkte mit den Endpunkten einer Pig.2iu.22. 
Seitenkante, während die letztere = x als Variabele betrachtet wird. 
Aufl>ösung: Der Annahme nach soll -4L = r, EN = r^^, 
AE = X sei»; die Verbindung von A und E mit N^ giebt ein Dreieck, 
in welchem die Seiten EN^ mit 0, AN^ mit jp, die Mittellinie K^Ny^ mit t, 
Senkrechte N^ Y mit z und K^ Y mit q der Kürze wegen bezeichnet 
sein sollen; dann gilt 

«* = «^ + (f-2)' = V + T' 



/==«* + (y +?)= »^ + X' 



addiert: 





2^ + ^ + 2q' = r' + r^+^; 


da ferner 






2«* + 2q* — 2t^ 


ist, so wird 






2fi— r» +y^» ^[a;« Ä«]) 


und 






«' = i (»^ + n' - i [«' - h'])- 


Nun verhält sich 




fi'.G — t^: r«; 


mithin ist 






/■,-iff(x + (^)'-i(^^^)) 



und daraus 

und durch Einsetzen dieses Wertes in die bekannte Formel findet man 

Diskussion der Formel. 
Wenn x =1/ä^ + (r — r,)^ sowirdJ.=-^Ä((?+5f+ ]/%) =Max., 

='Vh^+r^+r*-\.rry^ „ =-\h{G^g-i^V^Gg), 

=yÄ«+(r+r,)^ „ =iÄ(ö+i,- l/ö^ =Min. 

(vergleiche dazu § 59.) 
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Sobald man in vorstehender Formel g =^ G nimmt, wird die- 
selbe natürlich identisch mit der des Paraprismas (§ 41). 

Übungsaufgabe: Den Gesamtinhalt der körperlichen Abschnitte 
zu berechnen; welche die Diflferenz des Antipyramidensttltzes und des 
eingehüllten Parapyramidenstutzes bildet, sowie die Inhaltsformel zu 
diskutieren (Maximum, Minimum). 



d) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen teils 

windschief, teils Dreiecke: 

Der InterpyramidenstutB. 

Bemerkung: Die Erklärung geht unmittelbar aus der Ab- 
leitung hervor. 

Der Interpyramidenstutz bildet wie der gleichnamige Körper 
beim Prisma den Übergang vom Anti- zum Parapyramidenstutz und 
hat (n — 1) verschiedene Formen, wenn die Grundflächen neckig sind. 

§ 61. Aufgabe: Den mittleren Durchschnitt des luterpyramiden- 
stutzes zu berechnen. 

Auflösung: (Fig. 19). Nimmt man vom Antipyramidenstutz 
1, 2, 3 u. s. w. Halbtetraeder hinweg, so bleibt der gleichnamige 
eingehüllte Interpyramidenstutz mit 1, 2, 3 u. s. w. windschiefen 
Seitenflächen übrig. Dadurch werden vom mittleren Durchschnitt 
des ersteren 1, 2, 3 u. s. w. jener ähnlichen Dreiecke abgetrennt, 
und in der jedesmaligen Bestfigur hat man den gesuchten mittleren 
Durchschnitt gefunden. Derselbe unterscheidet sich demnach von 
ersterem nur durch den Paktor von sin q>, in dessen Zähler jetzt 
die Produkte derjenigen korrespondierenden Grundkanten fehlen, 
welche zugleich Grundkanten der windschiefen Seitenflächen sind; 
hätte z. B. Fig. 19 der eingehüllte Interpyramidenstutz 1 windschiefe 
Fläche. mit a und a^ als Grundkanten, so wäre 

tng £, = -^^ + ''' + ^^^ 



^VGg 

2 windschiefe Flächen mit a und a^, c und c^ als Grundkanten, so 
wäre 

tng f. = l-L^-J- u. 8. w. 

Der mittlere Durchschnitt behält also dieselbe Berechnungsform wie 
der des Antipyramidenstutzes, d. h. 
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wo die Bedeutung von 6^ aus dem Vorhergehenden erhellt. 

§ 62. Aufgabe: Den Inhalt des Interpyramidenstutzes zu 
berechnen. 

Auflosung wie bei den vorhergehenden Körpern: 

§ 63. Zusatz: Durch Vergleichung defr Resultate von § 55, 
§ 59 und § 62 findet man als allgemeines Drehungsgesetz für jeden 
Pyramidenstutz das § 55 aufgestellte; über die verschiedenen Winkel- 
werte von 6 gilt das § 47 beim Prisma Bemerkte; da nun aber 
letzteres Gesetz für g = G in das des Prismas übergeht, so folgt 
daraus als Einheitsgesetz für beide Körper: 

Sämtliche Prismen wie Pyramidenstutze in jeder möglichen Drehung 
mit jeder beliebigen Seitenbegrenznng werden gemessen durch: 

III. Grundflächen sind gleichwinklig. 
a) Grundkanten sind parallel, Seitenflächen Trapeze: 

Der Obelisk. 

§64. Erklärung: Ein von zwei ebenen, parallelen, geradlinigen, 
gleichwinkligen'^) Figuren als Grundflächen und von Trapezen als 
Seitenflächen eingeschlossener Körper wird Obelisk genannt. 

Er unterscheidet sich vom Pyramidenstutz wesentlich dadurch, 
dafs seine Grundflächen nicht ähnlich sind, und seine Seitenkanten 
bei Verlängerung nicht in einer gemeinschaftlichen Spitze zusammen- 
treffen. Sobald daher Dreiecke oder regelmäfsige Figuren als Grund- 
flächen auftreten, so verdienen die betr. Körper eigentlich nicht 
mehr den Namen Obelisk, sondern sind entweder Pyramidenstutze oder 
Prismen. 

§ 65. Zusatz: Der mittlere Durchschnitt eines Obelisken 
hat zu den Grundflächen keine weiteren Beziehungen, als dafs die 
Seiten einzeln der halben Summe der korrespondierenden Grund- 
kanten gleich sind und die gleichliegenden Winkel übereinstimmen. 
Die Fläche desselben kann also im allgemeinen nicht durch die der 



^) d. h. in der Gröfse der homologen Winkel übereinstimmenden. 
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Grundflächen (/J, und f^ allein bestimmt werden; es gehören dazu 
noch Längenmessungen, die von der Gestalt der letzteren abhängen. — 
Die Formel für den Obelisk bleibt demnach die Fundamentalformel 

Zu den speziellen Obelisken zählt man diejenigen, welche ent- 
weder Parallelogramme oder Trapeze zu Grundflächen haben. 

1) Grundflächen sind Parallelogramme: 

Der Ponton. 

§ 66. Aufgabe: -Den Inhalt eines rechtwinkligen Pontons zu 
finden, wenn die Grundkanteu und die Höhe (K) gegeben sind. 
Fig. 23. Auflösung: Wenn a und a^, h und 6^ die korrespondierenden 

Grundkanten bedeuten, so ist die rechteckige Fläche des mittleren 
Durchschnitts 

/•.-(-t-')(^^) 

und mithin der Inhalt 

J= 1 h [al + «i&j + \ {a\ + aj))] , 

woraus man durch bekannte Zerlegung (§ 50) findet 

T 1. f « + «1 ^ + &i I ^ a — Ol & — &i 1 
J = h J— ^ ^— + y . — 2 2—) > 

d. h. der (rechtw.) Ponton ist inhaltsgleich einem Prisma und einer 
Pyramide von derselben Höhe, von denen das erstere die halben 
Summen, die letztere die halben Differenzen der korrespondierenden 
Grundkanten zu Seiten der rechteckigen Grundflächen hat. 

Bemerkung: Die Inhaltsformel ändert sich unwesentlich, wenn 
die eine Grundfläche ein Quadrat ist; sie vereinfacht sich aber be- 
deutend, sobald die ^Rechtecke gleiche Breiten haben, also 6i = 6 ist. 

Bemerkung: Die Berechnung des schiefwinkligen Pontons 
bleibt vollständig dieselbe wie vorher, sobald man nur unter a und a^ 
die Längen, unter & und \ die Breiten der Parallelogramme versteht. 

2) Grundflächen sind Trapeze und zwar 

a) mit gleichen Breiten: 

Der parallelepipedisohe Abschnitt (gekürztes Parallelepipedon). 

§ 67. Aufgabe: Den Inhalt des parallelepipedischen Abschnitts 
zu berechnen. 
Kg. 24. Auflösung: Der Körper stellt offenbar einen parallelepipedischen 
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(prismatischeu) Baum vor, welcher durch zwei nicht parallele Ebenen 
geschlossen wird. Konstruiert man zu den 4 parallelen» Grundkanten, 
von denen a und h die unteren, a^ und tj die oberen sein sollen, 
eine senkrechte Ebene, so heifst der dadurch erzeugte Schnitt des 
parallel epipedischen Raumes Vertikalschnitt (F) und ist ebenso wie 
jeder oben erwähnte Seitenverschlufs ein Parallelogramm. Der mittlere 
Durchschnitt f^ findet sich leicht {c bezeichne die gleiche Breite der 
Grundflächen) 

/ _ ^ /. /" « + «! +& + &i \ 

^1 ~ 2 ^ \ 2 / ' 

sowie der Inhalt 

J= -^ (a + 6 + «1 + h)\ 
oder da ch der Fläche des Vertikalschnitts V gleichkommt. 

Diese Formel lässt noch eine Vereinfachung zu, wenn man 
beachtet, dafs die Diagonalebenen iaj)j und (a&J die in f^ liegende 
Gerade r gemeinschaftlich haben. Es ist daher ai + 6=2r = a-}-6i 
und mithin 

in Worten: Der parallelepipedische Abschnitt ist inhaltsgleich einem 
Parallelepipedon, welches zur Grundfläche den Vertikalschnitt, zur 
Höhe die halbe Summe zweier paralleler opponierter Grundkanten hat. 

/5) mit ungleichen Breiten: 
Das Trapezoeder. 

§ 68. Aufgabe: Den Inhalt des Trapezoeders zu finden. 

Auflösung: Schon aus der Bedingung, dafs a, &, a^ und 6^ Fig. as. 
einander parallel sind, erkennt man den Körper als vierkantigen 
prismatischen Abschnitt. — Wenn nun, um für den Inhalt des Körpers 
eine kurze Formel zu gewinnen, m und m^ die mittleren Längen der 
Grundflächen, c und c^ deren Breiten bedeuten, so ist 

und der Inhalt 

• 

oder, wie man durch Zerlegung findet, 

|2 * 2 "»"S* 2 ' 2j 
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Bemerkung: Der Obelisk ist von Koppe 1843 (Ein neuer Lehr- 
satz der Stereometrie, Essen 1843) in die Stereometrie mit der Formel 

J = A (^1 + y J5j *) eingeführt worden. 

b) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Der Autiobelisk. 

Bemerkung: Die Erklärung des Körpers geht unmittelbar aus 
der Ableitung hervor (cf. § 25). Die Beziehungen der Grundflächen 
zum mittleren Durchschnitt beschränken sich auf die (Längengröfse) 
der Seiten und (auf die Gröfse) seiner alternierenden Winkel (vgl. § 52). 
Es kann der körperliche Inhalt, abgesehen von speziellen Fällen, nur 
durch die allgemeine Formel 

J=ih (/ö + 4/i + f,) 

gefunden werden. 

Ein spezieller interessanter Antiobelisk ist 

der Antiponton, 

dessen Grundflächen Rechtecke sind. 

§ 69. Den mittleren Durchschnitt des Antipontons zu berechnen, 
welches durch Drehung der oberen Grundfläche um den Durchschnitts- 
punkt ihrer Diagonalen entsteht. 
Fig. 26. Auflösung: Verlängert man (in Fig. 26) im mittleren Durch- 

schnitt die Seiten AB, CD, EF und HK, bis sie sich in M^ Ny 
und P schneiden, so erhält man an MNOP ein Rechteck, welches 
die gesuchte Fläche f^ um die Dreiecke BCN, DJEO, PHP und 
KAM übertrifft. Man sucht zunächst MNOP durch die Seiten der 
beiden Grundflächen a, &, a^ und 6^ und den Drehungswinkel q) 
auszudrücken. Man findet leicht 

MP = ^ («1 sin g) + & + \ cos 9), 
MN = ^ (»1 cos g) + a + 61 sin g)) , 



*) E bedeutet eine gewisse Hilfsfigur, gewöhnlich Ergänzungsfigur ge- 
nannt. — Bereits Ligowsky hat 1847 die Überlegenheit der Formel 

J"= Y *(/•« + 4/; +A) 

auch bez. der praktischen Anwendung in seiner Schrift: „Inhaltsberechnung 
der Körper nach einer einzigen Formel*^ nachgewiesen. 



\ 
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und hieraus 

MNOP=MNxMP=^ 

==i {a6+ai 6j+(ai^+V)sin9?cos9+(ai64-öf&i)cosg)-f-(«»i+66i)sing)}. 

Von den 4 abzuziehenden Dreiecken sind je 2 gegenüberstehende 
kongruent. Als Summe der Dreiecke ÄKM und EDO erhält man 

\ a^ sin g? cos ^>^ 

ebenso für die Summe der Dreiecke BCN und FHP: 

^ })^ sing) cosg), 
so dafs 

/i = MNOP — ^ a^ sin tp cos (p — W^ sin <p cos <p 

= \ {ah -{■ ai6, + («!&+ o^i) cos 9 + (««i + 66,) sin 9)} 
06 + «16, + («16 + a\) [cos 9) + ^'^ "^ ^^1 sin 9]! • 



Setzt man nun 



«.6 + «6, — tang«, 



so ergiebt sich nach bekannter Umformung: 

/; = i ja6 + aA + {a\ + «,&) ""^^7 "^ ] ■ 

§ 70. Aufgabe: Den Inhalt des Antipontons (§ 69) zu finden. 
Auflösung: Man setze in die Formel 

für /i-den in § 69 gefundenen Wert und für f^ und f^ ah resp. a^\ 
ein^ so ergiebt sich schliefslich 

J-\^\ah + a,}>, + i,{a,h + a\)^^^^y 

Diskussion der Formel. 

1) für positive Drehungswinkel: 

Wenng) = 0, so ist J=\h{al)'\-aJ)^-{'\{aJ)-\-a\)\=Voniojij 

„ (p==d, so wird J > Ponton , 

„ 9> = 5, „ J=^h^ab+a^h, + ^' "^1^^ —} > 

„. g>=2£, „ J'=-J^Ä {a& + ö^i^i + l(<^i^+^M} ='JPonton, 
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2) für negative Drehungswinkel: 

Wenng)=0, so ist J=p{a6+a,6i+^(ai6+a6i)}=Ponton, 

}7 9= — 8y so wird /< Ponton, 

Bevor wir das Resultat der Diskussion aussprechen, ist noch zu 
untersuchen, wann der Antiponton sein Maximum und Minimum hat. 
Dafs ersteres für qp = « eintritt, ist offenbar; schwieriger hingegen 
ist die Frage nach dem Minimum zu erörtern. Die Anschauung 
des Drehungsmodelles zeigt nämlich, dafs die Drehung im posi- 
tiven Sinne nur bis (90^ + /* + ^)? ^^ negativen Sinne nur bis 
— (90^ — f^ + ^) möglich ist, wo /t und v definiert sind durch die 
Gleichungen 

tang f* = y ; tang ^ = y- 

Die geometrische Bedeutung ist, wie aus der Figur 26 ersichtlich, 
eine höchst einfache. 

Für die Werte g) = 90^ + /it + v und g) = — (90^ — ft + v) 
nimmt der Antiponton die Werte 



bezw. 



J= i Ä {«6 + aA - iK& + «60 '"^"Jr --) 



an. Hieraus geht hervor, dafs der Antiponton zwei von ein- 
ander verschiedene Minima hat, welche nur dann gleich sind, wenn 
^ = £ ist**). 

Das Resultat der Diskussion besteht in folgendem: 
Der Antiponton geht aus dem Ponton hervor, wächst mit zu- 
nehmendem Drehungswinkel, erreicht sein Maximum für g) = f , nimmt 
wieder ab bis zur Gröfse des ursprünglichen Pontons, ohne dessen 
Gestalt zu haben, für 9 n= 2« und geht für g) = 90*^ in einen anderen 
Ponton über, in welchem a und 6^, b und a^ die korrespondierenden 
Grundkanten sind. Von da ab wird er noch kleiner, bis er für 
g> = 90^ + f* + ^ eines seiner Minima erreicht. — Für negative 



*) Falls 2 « < 90<> ist. 

^*) Die weitere Untersuchung bietet eine interessante Beschäftigung. — Selbst- 
verständlich kann auch (wie in § 66) der Drehungsanfang verlegt werden. 
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Winkel nimmt er sofort ab, durchläuft dieselben Werte wie für posi- 
tive Drehungswinkel über 2 s hinaus und erreicht für 9 = — (90* — [i-^-v) 
wiederum ein Minimum, dessen Wert aber von dem obigen Minimum 
im allgemeinen verschieden ist. 

§ 71. Zusatz: Sind die (rechteckigen) Grundflächen ähnlich, 
ist also a\^=a^h, so geht die Formel des Antipotitons in die des 

Antipyramidenstutzes über, da ah^ = yOg ist. — Vergleichung mit 
dem Antiprisma. 

c) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen windschief: 

Der Faraobelisk. 

Bemerkung: Die Erklärung dieses Körpers geht ebenfalls aus 
der Ableitung hervor. Der mittlere Durchschnitt steht zu den Grund- 
flächen nicht in solcher Beziehung, dafs er aus deren Flächeninhalt 
allein zu ermitteln wäre. Eine Spezialformel für den Faraobelisk 
kann daher nicht aufgestellt werden; man mufs sich mit der allge- 
meinen J^= iÄ(/ö+ 4/1+^2) begnügen. Als besonderen ausgezeich- 
neten Fall behandeln wir den 

Paraponton, 

dessen Grundflächen Rechtecke sind. 

§ 72. Aufgabe: Den Inhalt des Parapontons zu finden, welches 
durch Drehung der oberen Grundfläche um den Durchschnittspunkt 
der Diagonalen entsteht. 

Auflösung: Behält man die Bezeichnungen des § 69 und 
Fig. 26 bei, so braucht man nur noch -BD, DF, FK und KB zu 
ziehen, um den mittleren Durchschnitt des Parapontons zu erhalten. 
Offenbar wird derselbe von dem des entsprechenden Antipontons über- 
troffen um die 4 Dreiecke BDC, DFE, FKH und KBA, von denen 
je zwei gegenüberliegende kongruent sind. Als Inhalt der letzteren 
findet man leicht 

\ {aa^ 4" ^^1) sin q>. 

Durch Subtraktion dieses Ausdrucks vom Inhalt des mittleren Durch- 
schnitts des Antipontons 

\ [ah -f- aj>^ + (a^ft-j-atj cos 9) + {aa^-^-hh^ sin 9?} 
ergiebt sich: 

/i = i {a6 + a^&i + (0^16+0^61) cos 9?} . 
Auf bekannte Weise gelangt man dann zu 

«7 = ^ fe { a6 -}- aj)^ + i (ö^i^ + ötfti) cos q) ] . 
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Diskussion der Formel. 

Für (p=0 wird J== ^h [ cib-\-afii-\-^{aJ}-{-c^i) } =Ponton, 

„ 9>=+^ „ J^< Ponton, 

„ 9=±90» • „ J=\h{ab+aib,), 

„ 9=+120» „ J^ih{ab+a,\-{(a^h+ah,)} , 

„ 9=+(90«+ft+i.)*) „ J=i{a6 + a,6i-i(a,6+a6,)sin(^+v)} 

d. h. der Paraponton hat sein Maximum als Ponton (9>=0); bei 
fortgesetzter Drehung nach links oder rechts nimmt sein Inhalt stetig 
ab, wird für 9 = + 90® gleich zwei Pyramiden (mit den Grund- 
flächen und der Höhe des Körpers) und sinkt zum Minimum herab; 
sobald 9> = + (90® + f* + «^) wird. — Spezialisierungen der Formel 

(Tgl. § 71). - 

Übungsaufgabe: untersuche die Differenz des Antipontons 
und des eingehüllten Paräpontons (bei gleichem Drehungswinkel q>). 
Diskussion. — 

d) Grundkanten sind nicht parallel, Seitenflächen teils 

windschief, teils Dreiecke: 

Der Interobelisk. 

Bemerkung: Die Erklärung des Interobelisken geht unmittelbar 
aus der Ableitung hervor. Dieser Körper bildet den Übergang vom 
Anti- zum Paraobelisk und hat mehr als eine Form (cf. Interpyra- 
midenstutz und Interprisma). Von besonderem Interesse ist für uns 

Der Interponton, 

dessen Grundflächen Rechtecke sind. 

§ 73. Aufgabe: Den Inhalt des Interpontons zu berechnen. 

Auflösung: Setzen wir wieder voraus, dafs die Drehung der 
oberen Grundfläche um den Durchschnittspunkt der Diagonalen erfolgt. 

Je nachdem wir vom (entsprechenden) Antiponton 1, 2 oder 3 
Halbtetraeder (vgl. § 61) hinwegnehmen, erhalten wir Interpontons 
mit 1, 2 oder 3 windschiefen Seitenflächen. Zugleich werden vom 
mittleren Durchschnitt des Antipontons 1, 2 oder 3 von den 4 beim 
Paraponton genannten Dreiecken abgetrennt, und in der jedesmaligen 
Restfigur finden wir den gesuchten mittleren Durchschnitt. Derselbe 



*) t5ber ft und v siehe § 70. 
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unterscheidet sich von dem des Antipontons nur durch den Faktor von 
sin (p, dessen Zähler hier um die halben Produkte derjenigen korre- 
spondierenden Grundkanten kleiner ist, welche zugleich Grundkanten 
der windschiefen Seitenflächen sind. Hätte z. B. (Fig. 26) der Inter- 
ponton 

1 windschiefe Fläche* mit a u. % als Grundkanten, so wäre 

tangfi — a^j^^^t, ' 
2 windschiefe Flächen mit a u. a^ , a u. a^ als Grundkanten, so wäre 

tang 6. = — , / , u. s. w. 

Der mittlere Durchschnitt behält also dieselbe Berechnungsform wie 
der des Antipontons d. h. 

/; = i j a 6 + a, &i + (a &i + «, 6) ^5L^^ } ; 
mithin ist 

Aufgabe: Führe die Diskussion für den Fall durch, dafs der 
Interponton zwei windschiefe Flächen mit den Grundkanten a und % hat 
(vgl. Antiponton!). 

lY. Grundflächen olme bisherige Beziehungen der Lage und Anzahl 

der Grundkanten: 

Das Frismatoid« ^ig- »■ 

Diese Körperform ist schon im ersten Abschnitt (§ 18) behandelt 
und ihr Inhalt allgemein durch 

bestimmt worden. Der mittlere Durchschnitt läfst sich noch weniger 
als beim Obelisken durch blofse Inhaltsangabe der Grundflächen fest- 
stellen; es gehören dazu noch weitere Messungen an den letzteren je 
nach ihrer Beschaffenheit. 

Ein Hülfsmittel bietet dabei das Projizieren der oberen Grund- 
fläche und des mittleren Durchschnitts auf die Ebene der unteren 
Grundfläche. Wir behandeln folgenden Spezialfall: 

§ 74. Aufgabe: Die untere Grundfläche des Prismatoids sei 
ein Viereck, die obere ein Parallelogramm, dessen Seiten parallel den 
Diagonalen der unteren und halb so lang als diese sind. Es soll der 
Inhalt des Körpers aus der unteren Grundfläche G und der Höhe h 
berechnet werden. 

Heinze-Lucke , Stereometrie. 4 
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Auflösung: Man projiziere die obere Grundfläche g wie den 
mittleren Durchschnitt fy^ auf die untere Grundfläche so, dafs die 
Eckpunkte der oberen Grundfläche auf die Mittelpunkte der Seiten der 
unteren Grundfläche fallen; so findet man durch planimetrische Sätze 

Fig. 27. 9 = \Gr, 

AB,BC, + AF,DH,=-^G, 
mithin 

und somit 

J = ^h{G + ^G + ^ö) =. ^hG*). 

§ 74a. Übungsaufgabe: Den Inhalt eines Prismatoids zu 
finden, dessen Grundfiächen regelmäfsige Figuren mit parallelen 
korrespondierenden Grundkanten sind, wenn die obere Grundfläche 
nur halb so viel Seiten hat als die untere. 

Aufl.: J=|ä (©+(/+ J «aa,cotf)= Ja {g('-^'^) + ^}, 

WO n die Anzahl der Seiten (%) der oberen Grundfläche (g) und a = 

ist. — Ist a^ = a, so wird 

J = i Ä(36? + 2^) = -^ hna^ (s cot J + cot a) , 

und ist z. B. w = 4, so wird 

J-c=|Äa2(4+3/2), 

welcher Ausdruck für den Fall, dafs die Grund- und Seitenkanten gleich 
und somit die Seitenflächen abwechselnd Quadrate und gleichschenklige 

Dreiecke werden (wobei Ä= — }/2 wird), in 

J-=ia»(l+}/2)* 
Übergeht. 

Für n = S ergiebt sich 
J= ^ha^ |/3, bezw. J= |a» y^, (da Ä = a Y^ wird) . 



*) Spezialfälle: G sei ein Rechteck, Bhombus, symmetrisches Trapez, 
Deltoid, dann ist g bezw. ein Ehombus, Rechteck, Rhombas, Rechteck. 



J 
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V. Eine Grundfläche ist verschwindend klein. 

a) Eine Grundfläche ist eine G-erade (Schneide). 

a) Schneide parallel einer Grundkante, Seitenflächen teils Dreiecke; 

teils Trapeze (oder Parallelogramme): 

Der EeiL 

§ 75. Erklärung: Der Keil ist ein Körper, der von einer ehenen 
geradlinigen Figur als Grundfläche und von Dreiecken und Trapezen 
(oder Parallelogrammen) als Seitenflächen so begrenzt wird, dafs 
letztere in eine einer Grundkante parallele Schneide zusammenlaufen. — 

Bemerkung: Die Schneide kann man sich als aus einer (ebenen) 
geradlinigen Figur, etwa einem Rechteck, dadurch hervorgegangen 
denken, dafs die Breite der letzteren verschwindend klein geworden ist. — 
Die Berechnung des Keilvolumens unterliegt dem allgemeinen Gesetz 

J■=iÄ(^ + 4/; + /•,) resp. iÄ(/o + 4/;), 

da ^^2=0 ist; nur für besondere Fälle können Erleichterungen gegeben 
werden. 

§ 76. Aufgabe: Den Inhalt eines Keils zu berechnen, wenn ^Pig. 28. 

1) die Grundfläche ein Dreieck ist. 

Auflösung: Bezeichnet a^ die Schneide, a die ihr parallele 
Seite AB der Grundfläche und Dreieck NQC den zu a^ und a senk- 
rechten und durch den dritten Eckpunkt C gelegten Vertikalschnitt, 
dessen Grundlinie NC = c sei, so ist 

also 

TT- a+ eil 

wenn V den Inhalt des Vertikalschnittes NQC bedeutet. — Das letzte 
Resultat läfst sich leicht in Worte fassen (Pyramide). 

2) die Grundfläche ein Parallelogramm ist. 

Tafel 3. 

Aufl.: Konstruktion ist im wesentlichen dieselbe wie in 1), nur ^ig. 29. 
ist der Vertikalschnitt senkrecht zu drei Parallelen. Es ist 



/•o = ca; /; = -^(a + ai) 



4* 
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und daher 

3) die Grundfläche ein Trapez ist. 

Fig. 80. Auflösung: Die parallelen Seiten des Trapezes heifsen a und 

6, ihr Abstand c, die Schneide a^; Konstr. ist wie vorher. Dann ist 

mithin 

«'■ = lÄc{^(a + 6) + i(a+fe+2ai)} ^^hc{a + a, + b] 

Bemerkung: Die beiden letzten Körper sind oflfenbar Spezies 
des dreikantigen prismatischen Abschnittes. Zu den Formeln hätte 
man auch gelangen können, wenn man beim (schief w.) Ponton und 
beim Trapezoeder (§ 66 und 68) die Breite der oberen Grundfläche 
gleich gesetzt hätte. 

4) die Grundfläche ein regelmäfsiges Sechseck ist. 

Fig. 31. Aufl. Die Schneide mag parallel und gleich einer Sechsecksseite 

(a) sein und von dem im Mittelpunkt der Grundfläche errichteten 
Perpendikel halbiert werden. Alsdann ist 

b) Schneide keiner Grundkante parallel, Seitenflächen Dreiecke: 

Der Antikeil. 

Bemerkung, Die Erklärung ergiebt sich aus der Ableitung. 
Nur für einen speziellen Fall wollen wir den Antikeil als Drehungs- 
körper untersuchen, wenn nämlich die Grundfläche desselben ein 
Rechteck ist. 

§ 77. Aufgabe: Den Inhalt des Antikeiis mit rechteckiger 
Grundfläche zu finden. 

Auflösung: Der Körper entsteht aus dem Antiponton (§ 69 
und 70), sobald die Breite der einen Grundfläche des letzteren gleich 
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wird*). Setzen wir etwa &i == 0, so geht die Inhaltsformel des i'ig. 32. 
Antipontons (§ 70) über in 



während 



J=ik[al + ^a,l^^^], 



tang s = 



a 



also mit tang jit**) (siehe Figur 26) identisch wird; v hingegen wird 
offenbar 0. 

Die Inhaltsformel läfst sich noch einfacher gestalten^ nämlich 



J = ^hh ja + ^ öj 



cos {b — fp) 
cos £ 



hh 



2a + % 



cos (f — qp) 

cos £ 



= F- 



2a + «1 



cos (£ — qp) 
cos £ 



3 



wenn V den Inhalt des Vertikalschnitts der Grundform (9 
bedeutet. 

Diskussion der Formel. 
1) Für positive Drehungswinkel: 



= 0) 



Für (p 

77 V 

77 9> 







s 
2s 

90« + ^ „ 



wird J = i Ä& (a + i «i) = Keil, 
„ jr > Keil, 

„ J=|Ä6(a+ -2^^-) = Max., 
„ J= iÄ6(a+ ^ai) = Keil, 

J« ^hab ==Min. 



*) Der Ausdruck für die mittlere Durchschnittsfläche /j nimmt dann 
folgende Gestalt an: 

/j =. |(a& + a^ 5 cos q> -\-aai sin q>) . 
**) Siehe § 70. 



1 
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2) Für negative Drehungswinkel: 
Für <p = wird J=^hb(a+ -^-) = Keil, 

„ 9) = — * V J < Keil, 

„ g) = — (90^ — s) „ J = \hab = Min., d. h. 

der Antikeil, dessen Grundfläche ein Rechteck ist, wächst mit zu 
nehmender Drehung, bis er für q) = s sein Maximum erreicht; als- 
dann nimmt er ab, wird für (p = 90^ gleich einem Keil, dessen 
Vertikalschnitt aber a zur Grundlinie hat, und wird zum Minimum 
beig?=90^ + ^> und zwar gleich einer Pyramide von der Grundfläche 
und Höhe des Drehungskorpers. — Für negative Winkel nimmt er sofort 
ab, bis er für 9 = — (90® — s) zu demselben Minimum herabsinkt. 

c) Schneide keiner Grundkante parallel , Seitenflächen teils 

windschief, teils Dreiecke*): 

Der Interkeil. 

Bemerkung. Die Erklärung des Körpers geht aus der Ableitung 
hervor. Zur Berechnung desselben dient die allgemeine Formel; nur 
in dem besonderen Falle, dafs die Grundfläche rechtwinkelig ist, 
behandeln wir ihn als Drehungskörper. 

§ 78. Aufgabe: Den Inhalt des Interkeils zu berechnen, wenn 
seine Grundfläche ein Rechteck ist. 

Auflösung: Wird beim Paraponton die Seite h^ des oberen Recht- 
ecks gleich gesetzt, so entsteht ein Körper, der zwei Dreiecke und 
zwei windschiefe Flächen als Seitenflächen hat. Sein Inhalt ist demnach 

J= ^Ä(a6 + i^a^b cos 9) = | F(2a + ai cos g?). 

Besonders einfach wird der Ausdruck für 9)*= 90^, nämlich J=^hab\ 
der Interkeil ist also in diesem Stadium inhaltsgleich einer Pyramide, 
welche mit ihm gleiche Grundfläche und Höhe hat. 

Anmerkung: Aufser dem berechneten Interkeil ist noch ein anderer 
dejikbar, der nur eine windschiefe Seitenfläche hat. Berechne ihn! 

ß) Eine Grundfläche ist ein Funkt (Spitze): 

Die Pyramide. 

Bemerkung: Die Erklärung der Pyramide ist schon im 1. Ab- 
schnitt (§ 3) gegeben worden. Die Bestimmung ihres Inhaltes mufste 



*) Einen Eeil, dessen sämtliche Seitenflächen windschief wären, giebt 
es nicht. 
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ebenfalls vorausgehen, um den Centralkörper (mit geraden Seitenkanten) 
(§ 18) überhaupt messen zu können; wenn also hier noch einmal die 
Rede davon ist, so geschieht es mehr der systematischen Ordnung 
wegen. — Man teilt die Pyramiden ein nach der Beschaflfenheit der 
Grundflächen in regelmäfsige, nach der Anzahl der Seitenkanten in 
drei- und mehrkantige. 

§ 79. Aufgabe: Den Inhalt der Pyramide zu messen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt f^ findet sich nach §9 

mithin ist 

J^\h{Q + A-^- + 0) = \hG. 

Ist die Grundfläche ein regelmäfsiges w-Eck mit der Seite a, so ist 

• -r Wi 7 Q j 180 « . 

J = rnr n, ar cot a, wo a = ist. 

12 ' n 

§ 80. Zusatz: Sind die Seitenkanten der regelmäfsigen Pyra- 
mide den Grundkanten gleich, so kann die Höhe durch die Grund- 
kante a und a ausgedrückt werden; und zwar findet man 

Ä = a 1/ 1 — -7--' i~ ' 
V 4 sin^ a 

Beweis: Der Fufspunkt des von der Spitze auf die regelmäfsige ^s- 33. 
Figur gefällten Perpendikels ist der Mittelpunkt der letzteren, sodafs 

h = Va^ — r^ und r = -zr-- 

'^ 2 sin a 

ist, woraus sich die Behauptung sofort ergiebt. — 

Der Inhalt der drei in diesem Falle möglichen Körper ist: 

Wenn n = 3, J= -^ a^ )/2, 
• „ n = 4, J=|a3j/2, 

„ n = 5, J=^a^(5 + l/5). 

Der erste Körper gehört zu den regulären*) und heifst reguläres 
Tetraeder, der zweite * bildet die Hälfte des regulären Oktaeders 
und der dritte ergänzt das fünfkantige Archimedische Antiprisma, 
beiden Grundflächen aufgesetzt, zum regulären Ikosaeder (cf. 
§ 34, w = 5). 

Zusatz: Das reguläre Tetraeder ist J des Rhomboeders (§23,3) 
und gleich \ Oktaeder (§ 197) d. h. ^ : JB : = 1 : 6 : 4. 

♦) Vgl. § 192. 
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VI. Beide Grundfläclien sind verscliwiiidend klein. 

a) Beide Grundflächen sind Gerade (Schneiden). 

a) Schneiden parallel: 

Das Parallelogramm oder das Trapez, 
je nachdem die Schneiden gleich lang sind oder nicht*). 

b) Schneiden nicht parallel, Seitenflächen vier Dreiecke: 

Das Tetraeder oder die schwebende Pyramide. 

Fig. 10. § 81. Erklärung: Unter einem Tetraeder (einer schwebenden 

Pyramide) versteht man einen von 4 Dreiecken eingeschlossenen 
Körper^ bei dem zwei Gegenkanten (Schneiden) in parallelen Ebenen 
liegend gedacht werden. — Da man durch je zwei Gerade, die nicht 
in einer Ebene liegen, zwei einander parallele Ebenen legen kann, 
also auch durch je zwei Gegenkanten einer dreikantigen Pyramide, 
so mufs sich jede solche Pyramide als ein Tetraeder auffassen 
lassen. 

§ 82. Aufgabe: Den Inhalt der schwebenden Pyramide zu 
berechnen, wenn gegeben sind die Schneiden s und 5^, der Abstand 
h der parallelen Ebenen, in denen sie liegen, und der Winkel (p, 
welchen die eine Schneide mit der Projektion der anderen auf die 
Ebene der ersteren bildet. 

Auflösung: Der Körper kann als Antikeil (§ 77) betrachtet 
werden, bei welchem die Breite h der Grundfläche geworden ist. 
Die mittlere Durchschnittsfläche /i**) nimmt dann den Wert 

fi = i^^i sin 9? 
an, und so ergiebt sich 

J =: \hss^ sin 9. 

Diskussion der Formel. 

Für 9 = und g? = 180« wird J=0, 
„ 9 = d „ J' > 0, 

,, y = 30« und 9 = löO« „ «/ = -^ Ä55i, 



*) Von einem kubischen Inhalt kann natürlich nicht die Rede sein, 
wohl aber liefert die Formel J^ = ^Ä(/o + 4^^ + /a) den Flächeninhalt der ebenen 
Figur, wenn man /J,, f^ und f^ als Grundlinien bezw. Mittellinie ansieht. 

**) Siehe § 77 Fufsnote; es wird nur a durch s und a^ durch 8^ ersetzt. 



„ 9' = 90'> „ J=-i.ÄsSi = 4-Ä.i|i 
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Für if = 45» und q> = 135« wird J=-^h ss^ >/2, 
„ q) = 60« und tp = 120« „ J=-^hss^ j/S, 

6 
in Worten: 

Das Tetraeder hat für g? = keinen körperliehen Inhalt d. h. es geht 
aus einer Fläche hervor, wächst bei fortgesetzter Drehung, erreicht 
sein Maximum für (p = 90« und nimmt dann ebenso stetig wieder 
ab, bis es für (p = 180« wieder zur Fläche wird. 

Anmerkung: Auch als Spezialfall des Antipontons (b = und 
hl = 0) hätte das Tetraeder berechnet werden können. — Die unab- 
hängige Entwickelung der Inhaltsformel bleibt der Übung überlassen. 

§ 83. Zusatz: Jede dreikantige Pyramide stellt einen 
Drehungskörper vor, der aus einem Trapeze oder aus einem 
Parallelogramme entstanden ist. — 

Auf das Tetraeder hat Prof. Wittstein eine Berechnung der 
Körper mit krummlinigen Seitenkanten*) und des Prismatoids ge- 
gründet, indem er den Satz aufstellt: 

„Jedes Tetraeder ist einer Pyramide gleich, welche das Doppelte 
einer Durchschnittsfläche, deren vier Eckpunkte vier Kanten des Tetra- 
eders halbieren, zur Grundfläche und den kürzesten Abstand der beiden 
übrigen Kanten zur Höhe hat."**) 

Der mittlere Durchschnitt ist, wie leicht zu beweisen, ein 
Parallelogramm, und seine Winkel müssen nach Früherem abwechselnd 
g> und 180« — (p, die Fläche daher ^ss^ sin tp sein. 

Übungssätze: 1) Die Differenz des Anti- und Paraprismas ist 
gleich der halben Summe von n Tetraedern derselben Höhe, welche 
entstehen, wenn man die entsprechenden Grundkanten der Beihe nach 
als obere und untere Schneiden wählt. 

2) Die Differenz des Anti- und Pyramidenstutzes desgleichen, nur 
sind die Schneiden der Tetraeder immer korrespondierende Grundkanten. 

3) Die Differenz des Antipontons und Parapontons ist gleich 
zwei Tetraedern derselben Beschaffenheit. 

4) Die Differenz des Anti- und Interkeils gleich einem Tetraeder, 
welches die Schneide zur oberen Schneide und die der Schneide ursprüng- 
lich parallele Grundkante zur unteren Schneide hat. -r- 

*) cf. Grunerts Archiv, Teil XXXIX „Über den Inhalt der Kugel und ver- 
wandter Körper." 

**) Das Prismatoid, eine Erw. der elem. Stereom. 1860. 
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c) Schneiden nicht parallel, Seitenflächen windschief: 

Die windsohiefe Fläche. 

vgl. Randbemerkung zu VI, a, a. 

d) Schneiden nicht parallel, Seitenflächen zwei Dreiecke und 

eine windschiefe Fläche: 

Das Halbtetraeder. 

Bemerkung: Die Erklärung des Körpers geht aus der^bleitung 
Fig. 10. hervor, wie auch derselbe schon § 18 als die Hälfte eines Tetraeders 
erkannt ist. 

§ 84. Aufgabe: Den Inhalt des Halbtetraeders zu berechnen, 
wenn s, s^, h und tp gegeben sind. 

Auflösung: Bei direkter Benutzung der Formel 

sowohl wie unter Benutzung der Inhaltsformel des Tetraeders er- 
giebt sich 

J = -Tä t^sSi sin 9P. 
Die Diskussion ist analog der obigen § 82. 

ß) Eine Grundfläche ist ein Funkt: 

Das Dreieck. 

Bemerkung: Der Flächeninhalt dieser ebenen Figur kann durch 
die allgemeine Formel gefunden werden, wenn /J, und f^^ Längen bedeuten. 

Dreieck = iÄ(/o + 4/i + 0), 



oder da 
ist: 



Dreieck = i Ä (/ö + 2^) = ^ Ä /„. 



y) Beide Grundflächen sind Punkte: 

Die G-erade. 

Bemerkung: Hier müfste man f^, /i und f^ die Bedeutung der unbe- 
nannten Zahl 1 beilegen; dann ergiebt die Formel 

J = iÄ(/ö + ifi + Q = iA(l + 4+l) = |Ä = A 
die LäDge der Geraden, 



Zweiter Teil: 
Körper mit krummlinigen Grundflächen, 

I. GnindfläclieiL sind kongment. 
a) Die Seiten*) sind einander parallel: 

Der Oyllnder. 

§85. Erklärung: Der Cylinder ist ein von zwei ebenen, parallelen, 
krummlinigen, kongruenten Figuren als Grundflächen und von einer 
einzigen gekrümmten Seitenfläche begrenzter Körper; und zwar unter- 
scheidet sich letztere, welche Mantel genannt wird, von anderen 
krummen Flächen dadurch, dafs sich auf derselben in bestimmter 
Richtung, nämlich parallel der Verbindungslinie der Ahnlichkeits- 
punkte**) Gerade ziehen lassen. Jede dieser Geraden heifst Seite des 
Cylinders. 

Man nennt einen Cy linder gerade oder schief, je nachdem die 
Seiten senkrecht auf der Grundfläche stehen oder nicht. Von be- vi«. 7. 
sonderer Einfachheit sind die Cy linder, deren Grundflächen Kreise 
oder Ellipsen sind (Kreiscylinder und Ellipsencylinder). Die 
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte führt den Namen Achse, und 
ein Schnitt durch dieselbe heifst Achsenschnitt. 

§ 86. Aufgabe: Den Inhalt des Cylinders zu finden. 

Auflösung: Als Prisma*) betrachtet ist sein Inhalt allgemein 

d. h. gleich dem Produkt aus Grundfläche und Höhe. Sind die 
Grundflächen Kreise mit dem Radius r, so ergiebt sich 

sind sie Ellipsen mit den Halbachsen a und b, so ist 

J = hab^. 

Von praktischem Interesse ist besonders der Hohlcylinder, dessen ^^- ^^ 
Grundflächen konzentrische Ringflächen sind. Sein Inhalt besteht 
in der Differenz zweier Kreiscylinder; wenn also gegeben sind 

«) die Radien der Grundkreise r und q, so ist e7^= Ä(y'+ p) (^ — q) jt, 

ß) der grofse Durchmesser d und die Dicke der Wandung b, 
so ist J = hb(d — b) jt, 

*) Siehe § 16. 
**) Siehe § 36. 
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y) der äufsere Umfang p und die Dicke der Wandung 6, so ist 
J=h (bp — h^n). 

Bemerkung. In diesem Teile sowie in den beiden Teilen des 
3. Abschnitts wird neben der Inhaltsbestimmung als der wichtigsten 
Aufgabe der Stereometrie (im engern Sinne) die Berechnung der 
Oberfläche d. h. der Summe aller Begrenzungsflächen eine Rolle 
spielen. Dafs selbige im 1. Teil dieses Abschnitts unterdrückt ist, 
hat seinen Grund darin, dafs sie bei jenen Körpern auf eine blofse 
Wiederholung planimetrischer Inhaltsberechnungen hinausgelaufen 
wäre. — Beim Cylinder und den folgenden Körpern hingegen be- 
finden sich unter den Begrenzungsflächen krumme Flächen, deren 
Betrachtung der Stereometrie zuföUt*). 

§ 87. Aufgabe: Den Mantel des geraden Kreiscylinders zu 
berechnen. 
Fig. 35. Auflösung 1: Zieht man von dem Cylinder einen Kegel mit 

derselben Höhe und Grundfläche ab, dessen Spitze im Centrum C 
der einen Grundfläche liegt, so beti:ägt der Inhalt des so ausgehöhlten 
Cylinders, da nach § 16 der Kegel gleich \hg ist, ^hg = ^hr^%. 
Derselbe ßestkörper läfst sich aber auch auf folgende Weise unter 
Benutzung des Mantels ausdrücken: 

Man denke sich auf dem ganzen Mantel äufserst nahe benachbart 
Seiten(kanten) gezogen und die Endpunkte je zweier solcher benach- 
barter Seiten mit C geradlinig verbunden. Dadurch sind ebensoviele 
Pyramiden bestimmt, welche sämtlich die Spitze C gemeinsam haben, 
und deren schmale Grundflächen als (ebene) Rechtecke betrachtet 
werden dürfen. Die Höhe jeder Pyramide ist gleich dem Radius r, 
und mithin ist, wenn jene schmalen rechteckigen Grundflächen der 
Reihe nach mit Qi, g^j g^, - • .^ Qn bezeichnet werden, 

Pyri = i^5^n 
Py^a = \ ^5^27 
Pyr3 = i^5'3; 



Pyrn=i^fl^n, 



sodafs 

Pyr^ + Pyrg + Pyrg H }- Pyr« 

wird 

= \^{9i + 9^ + 9z-\ V gn\ 



*) Da die Berechnung der Oberflächen nicht bei allen Körpern (z. B. 
nicht bei den schiefen und bei den Ellipsency lindem) mit den Hilfsmitteln der 
Elementarmathematik ausführbar ist, so mufs sie sich notwendig der Inhalts- 
berechnung unterordnen. Es soll im folgenden, wo eine Berechnung der Ober- 
fläche (resp. des Mantels) eines Körpers überhaupt möglich ist, dieselbe aus 
der Inhaltsformel abgeleitet werden. 
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Offenbar ist aber die Summe fl'i + 5^2 + S's + * * * "1" fl'« ^^^ Mantel 
M gleich. Folglich ist 

woraus man leicht findet 

d. h. der Mantel ist inhaltsgleich einem Rechteck, dessen Höhe gleich h 
und dessen Grundlinie gleich der Peripherie des Grundkreises ist. 

Auflösung 2: Man schneide den Mantel in einer Seite auf 
und breite ihn in einer Ebene aus oder, wie man sich ausdrückt, 
wickele ihn ab, so ergiebt sich ein Rechteck, dessen eine Seite der 
Peripherie des Grundkreises gleichkommt, dessen andere die Höhe 
des Cylinders ist, also M = 2rjth, 

§ 88. Zusatz: Die Oberfläche des geraden Kreiscylinders ist 

= M+2G = 2r7t(h + r). 
Beweis leicht. 

Bemerkung: Mit Rücksicht auf später folgende Körper sind 
noch die Schnitte zu untersuchen, welche auf dem Mantel des Cy- 
linders entstehen, wenn Ebenen in verschiedener Neigung gegen 
die Grundflächen durch den Körper gelegt werden. — Aus der Er- 
klärung des Cylinders (§ 16) erhellt zuvörderst, dafs jeder den Grund- 
flächen parallele Schnitt denselben kongruent ist, und dafs jeder 
Achsenschnitt sowie jeder einem Achsenschnitt parallele Schnitt ein 
Parallelogramm wird. Jeder beliebige andere Schnitt giebt (bei ge- 
höriger Verlängerung des Mantels) ebenfalls eine geschlossene Figur, 
welche, soweit es das Bedürfnis erheischt und die gegebenen Mittel 
ausreichen, erörtert werden soll. 

§ 89. Lehrsatz: Eine Ebene durchschneidet den Mantel eines ng. sc. 
geraden Kreiscylinders im allgemeinen in einer Ellipse. 

Beweis: Von den in vorangehender Bemerkung enthaltenen 
Spezialfällen wird abgesehen. — Es sei DMTJM^ der gedachte Schnitt, 
NO BS der zu demselben senkrecht gelegte Achsenschnitt, und aufser- 
dem durch einen beliebigen Punkt M des ersteren Schnittes die zur 
Grundfläche parallele Ebene FMVMi (®i^ Kreis) gelegt, so mufs, 
weil der Achsenschnitt auch auf der Grundfläche senkrecht steht, 
MMi ein Perpendikel auf dem Achsenschnitte sein, folglich 

MM^±Fr] MM,±DU 

und, da jPF den Durchmesser des Kreises FJÜVM^ vorstellt, 

CM^CM, und CM? = GM^^ = FG'GV 
sein. 
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Werden ferner DK und TJE parallel FV gezogen, so wird 
ADFCt^ADEU] ACüVf^ADUK 
FC:GD = EU:UD', GV:CU=DK:VD, 
^^ CD. EU NO ^^. ^^ CU,DK NO ^ 

mithin 

CM^ = CM,^ = FC'Cr = ^^] ' CD • Cü. 

Die Gröfsen NO und UD bleiben für jeden beliebigen anderen 
Punkt M der Kurve, durch welchen man die (zur Grundfläche) 
parallele Ebene legen kann, dieselben. Bezeichnet man daher NO 
mit 26, ÜD mit 2a, so ist 

N0^ = 4:h\ UD^ = 4a^ 
und 

CM^ = CM^' =^'CD'CU. 

Denkt man sich nun um UD als Durchmesser in der Ebene der in 
Untersuchung stehenden Kurve einen Kreis gezeichnet, so ist CD.CÜ 
gleich dem Quadrat der in G errichteten Kreisordinate (F), demnach 

GM' = GM,' = ^ r«. 

Weil aber GM resp. GM^ zugleich die entsprechende Ordinate 
(y) der zu untersuchenden Kurve ist, so wird 

t/2 = — r^ 

woraus sich nach § 243 (Anhang II) ergiebt, dafs die Schnittkurve 
eine Ellipse ist. 

§ 90. Zusatz: Wird beim schiefen Kreise jlinder der Schnitt senk- 
recht zu demjenigen Achsenschnitte geführt, in welchem der Neigungs- 
winkel der Cylinderachse liegt, so bleibt der Beweis ganz derselbe. — 
Beim geraden Ellipsencylinder mufs der Schnitt auf demjenigen Achsen- 
schnitte senkrecht stehen, der zugleich eine Achse der Grundfläche enthält, 
und beim schiefen müssen für den Achsenschnitt beide Bedingungen erfüllt 
sein, wenn der Beweis dem vorhergehenden entsprechen soll.*) 

§ 91. Erklärung: Die Schnittkurve kann unter gewissen Voraus- 
setzungen zum Kreise werden; in diesem Falle heifst der Schnitt 
Wechselschnitt. — 

Einen solchen Wechselschnitt findet man beim schiefen Kreis- 



''') Auf einen allgemeinen Beweis müssen wir verzichten, weil das Gesetz 
der Ellipse nur in rechtwinkligen Koordinaten als bekannt vorausgesetzt wird. 
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cylinder, beim geraden und schiefen Ellipsencylinder durch folgende 
Konstruktion: 

1) beim schiefen Kreiscylinder: 

In der Ebene des Achsenschnitts ÄBCD^ der zugleich den Neigungs- Fig. 37. 
winke! a der Cylinderachse enthält, zeichne man das gleichschenklige 
Dreieck ÄNM, dessen Spitze N irgendwo in der Cylinderachse liegt, 
und errichte in MN auf dem Achsenschnitte die senkrechte Ebene, 
so ist der dadurch erzeugte Schnitt ein Kreis, denn es ist 

NE = NF=NM{==^ NAy, 

2) beim geraden Ellipsencylinder: 

In der Ebene desjenigen Achsenschnitts AB CD, der durch die Mg. ss. 
kleine Achse der Grundfläche geführt ist, konstruiere man über oder 
unter AN ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse NM resp. 
NM^ gleich der grofsen Halbachse NF ist und lege dann durch M 
resp. M^ und die beiden Endpunkte E und F der grofsen Achse die 
Ebene, so mufs jeder dieser Schnitte ein Kreis sein; denn 

NE = NF=NM= NM,', 

3) beim schiefen Ellipsencylinder 

bleibt die Konstruktion dieselbe, nur dafs das Dreieck ANM hier 
ein schiefwinkliges wird. — Man kann also beim Ellipsencylinder 
durch jeden Punkt der Cylinderachse zwei Kreis(wechsel)schnitte legen. 

§ 92. Aufgabe: Den Inhalt des schiefabgeschnittenen geraden 
Kreiscylinders zu berechnen. 

Auflösung: Legt man durch den Mittelpunkt Z des schiefen Fig. 39. 
Schnitts CKML die der Grundfläche parallele Ebene DKFL, so 
entstehen dadurch zwei einander kongruente Körper, sogenannte 
Cylinderhufe*), LKFM und LKDC. Demnach ist der schief ab- 
geschnittene Cylinder (ABMC) inhaltsgleich dem Cylinder (ABFD), 
und wenn man die gröfste und kleinste Höhe des ersteren mit a 

I x 

und b bezeichnet, so wird BF = h = — ^^^— sein. Mithin ist 

Cyl{ABMC) = G . -^1^ = r^^r . -^iA. — 

Die Auflösung bleibt für die anderen Cylinder im wesentlichen die- 
selbe, wenn der schiefe Schnitt unter den Bedingungen ausgeführt ist, 
für welche derselbe oben als Ellipse bewiesen ist. 

§ 93. Auf dieselbe Weise, nämlich auf Grund der Kongruenz 

•) Vgl. § 168 ff. 
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der beiden Cyliuderhufe, kann man auch den Mantel des schief abge- 
schnittenen geraden Kreiscy linders finden: 

M = rjc(a + b), 

b) Die Seiten sind moht parallel: 

Der Faraoylinder. 

Fig. 39a § 94. Erklärung: Der Paracylinder entsteht ebenso aus dem 

Cylinder wie das Paraprisma aus dem Prisma, und kann daher als 
ein Paraprisma mit krummlinigen Grundflächen betrachtet werden, 
dessen mittlerer Durchschnitt der Grundfläche ähnlich sein mufs. 
§ 95. Aufgabe: Den Inhalt des Paracylinders zu berechnen. 
Auflösung: Nach der Formel des Paraprismas wird sein: 

J= ^hG {2 + cosq>) 

d. h. der Inhalt des Paracylinders ist gleich der (algebraischen) 
Summe dreier Kegel von derselben Grundfläche; zwei derselben haben 
auch dieselbe Höhe, die Höhe der dritten ist die mit dem variablen 
Paktor cos q) multiplizierte Höhe h. — 

Die Diskussion der Formel ist dieselbe wie beim Paraprisma, 
d. h. der Paracylinder hat sein Maximum als Cylinder, nimmt bei 
fortgesetzter Drehung stetig ab, wird zu |,|^, ^, bis zum Minimum, 
welches ^ der Grundform beträgt und die Gestalt zweier Gegenkegel 
(eines Doppelkegels) hat. 

Für spezielle Paracylinder hat man nur den Wert der Grund- 
fläche einzusetzen; so ergiebt sich 

1) für den Kreis-Paracylinder J = ^hr^Tt (2 -{- cosg)), 

2) „ „ EUipsen-Paracylinder J= \hab7c(2'\- cos y) . 

§ 96. Zusätze: Beim Paraprisma (sowie beim Antiprisma) durfte 
der Drehungspunkt der oberen Grundfläche ganz beliebig sein. Die 
obige Formel gilt ebenso allgemein für den Paracylinder, der Drehungs- 
punkt kann beispielsweise auf den Umfang verlegt werden. 

Beim Antiprisma geht der Faktor ^^^ ^ in cos ip über, sobald 

s verschwindend klein wird. Tritt nun statt der geradlinigen eine 
krummlinige Grundfläche auf, so ist diese Bedingung erfüllt*), mithin 

*) Denn tang s war definiert durch die Gleichung 

a^ + h^ + c^-\ 

tang . ^ 

Im vorliegenden Falle ist aber jede Seite der Figur unendlich klein, sodafs sich der 
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würde der so zu nennende Anticylinxler = ^ Ä G (2 + cos g)) sein, 
d. h. Anti- und Paracylinder sind identisch.*) 

Der gerade Kreisparacylinder mit Mittelpunktsdrehung ist auch • 
ohne trigonometrische Hilfe leicht zu berechnen, wenn statt des 
Winkels g) die Seite des Körpers als Variabele genommen wird. 

Man setze in § 41 r^jc statt G und e = r, so erhält man 

auch ist die dort geführte Diskussion dieselbe. — 

Femer gelangt man durch Projizieren des mittleren Durchschnitts 

auf die Ebene der unteren Grundfläche zum Ziele [siehe § 160a 

Pufsnote]. 

Übungsaufgabe: Untersuche die Differenz zwischen Cy linder 

und eingehülltem Paracylinder. 

n. Grundflächen sind ähnlich. 

a) Die Seiten treffen verlängert in einem Funkte zusammen: 

Der Kegelstntz. 

§ 97. Erklärung: Der Kegelstutz ist ein von zwei ebenen, paral- 
lelen, krummlinigen, ähnlichen Figuren als Grundflächen und von einer 
gekrümmten Seitenfläche begrenzter Körper; die Seitenfläche wird 
wie beim Cylinder Mantel genannt und hat mit der des Cylinders die 
Eigenschaft gemein, dafs sich auf ihr Gerade (Seiten) ziehen lassen, m«. 4o. 
unterscheidet sich aber von ihr dadurch, daf» dieselben nicht parallel 
sind, sondern verlängert alle in einem Punkte einander schneiden. 

Sind die Grundflächen Kreise oder Ellipsen, so heilst die Ver- 
bindungslinie ihrer Mittelpunkte Achse, und alle Schnitte durch die- 
selbe heifsen Achsenschnitte. Letztere sind Trapeze und, sobald die 
Achse senkrecht auf der Grundfläche steht, (also der Kegelstutz ein 
gerader ist), sogar symmetrische Trapeze. 

§ 98. Aufgabe: Den Inhalt des Kegelstutzes zu finden. 



Zähler aus nnendlich' 0^ zusammensetzt; oo • 0^ ist aber gleich cd • • und da 
nach den Lehren der Arithmetik oo • s» ^ • eine unbestimmte Zahl a ist , so 
ist oo • 0' «=» a • BS» 0, mithin 

*) Dieser Körper stimmt auch mit dem hyperbolischen Cylindroid (§ 160) 
überein. 

Heinzd-Lucke, Stereometrie. 5 
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Auflösung: Entweder wendet man die bekannte Formel direkt 
an, indem man ähnlich wie in § 49 und 50 verfahrt , oder man sieht 
den Körper unmittelbar als Pyramidenstutz an. In beiden Fällen 
ergiebt sich 

oder, falls aufser der Höhe h eine Grundfläche O und das Verhältnis 
ihres Umfanges zu dem der anderen m : n gegeben sind, 

•^=»«{{T^)'+t(^»-)*l- 
Von besonderer Wichtigkeit erscheint der 

Er&iskegelstutz 

wegen seiner vielfachen Anwendung im praktischen Leben. Sub- 
Fig. 40. stituiert man für den allgemeinen Ausdruck der Grundflächen die 
spezielleren, so ergeben sich für denselben folgende Inhaltsformeln, 
je nachdem gemessen sind: 

a) Die Halbmesser der Grundflächen r und q 

1) J=:^Ä«(f* + r(, + 9*), 

2) J=|Ä«.(4^), 

oder, wenn tq = v^ gesetzt wird, 

4) J=\il%{r + Q + v){r + Q'-v), 

b) Die Umfange seiner Grundflächen P und p 

Zusatz: Sind sämtliche Achsenschnitte des Kreiskegelstutzes 
symmetrische, kongruente Trapeze, so kann auch die Seitenkante s 
statt der Höhe in Berechnung gezogen werden; denn in diesem Falle ist 



welcher Wert in obige Formel einzusetzen wäre. 

§ 99. Zusatz: Aus der dritten Formel wird gewöhnlich die 
Berechnung der Baumstämme und Nutzhölzer abgeleitet, wobei man 
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jedoch in der Regel den zweiten Teil der Klammergröfse ^ y~^T/ 

vernachlässigt. Man geht nämlich von der Voraussetzung aus, dafs 
der Baumstamm kein streng geometrischer Ereiskegelstutz ist, die 
mathematische Formel also immer nur ein genähertes Resultat liefern 
würde. Die Vernachlässigung ist ferner auch deshalb noch statthaft, 
weil ein Stamm, besonders wenn er für Bauzwecke bestimmt ist, 
sich aber am oberen Ende (Zopfende) nicht zu sehr verjüngen, z. B. 
bei einer Länge von 10 m höchstens um 1 dm hinsichtlich des oberen 
Durchmessers differieren darf, (sodafs der vernachlässigte Teil 

^ÄÄ ( — ^-^j ungefähr nur 6^ dbdm beträgt). Annähernd ist daher ein 

Baumstamm gleich ItcI T^ ) d. h. gleich einem Cylinder, welcher 

mit ihm gleiche Höhe (l) und seinen mittleren Durchschnitt zur 
Grundfläche hat. 

§ 100. Aufgabe: Den Mantel M eines geraden Kreiskegel- 
stutzes zu berechnen. Kg. 41. 

Auflösung: Man verfahre wie in § 87, d. h. vermindere zunächst 
den Kegelstutz um einen Kegel, dessen Grundfläche die kleinere 
Grundfläche des ersteren ist und dessen Spitze im Mittelpunkt (C) 
der gröfseren liegt. Der Inhalt des Restkörpers beträgt ^ Ä ä (r^ + ^o)- 

Hierauf denke man sich auf dem ganzen Mantel Seiten(kanten) 
äufserst nahe benachbart gezogen und die Endpunkte je zweier be- 
nachbarter mit C geradlinig verbunden. Die dadurch bestimmten 
Pyramiden haben die gemeinsame Spitze C, und ihre Grundflächen 
dürfen als (ebene) Trapeze betrachtet werden. Werden dieselben der 
Reihe nach mit Qiy g^^ 9%^ • ' 'i 9n und die Höhen der Pyramiden mit 
^i7^2>^3? • • •; ^« bezeichnet, so ergiebt sich für den Restkörper 
durch Summierung der einzelnen Pyramiden der folgende zweite 
Ausdruck: 

\^l9l + \^i92 + \^z9z'\ f- i ^n9n 

oder da die einzelnen x, wie leicht zu flnden, gleich sind 

\^{9i + 0^2 + fl's H \r9n)==\x^M\ 

mithin ist \xM^=^ \h%{r^ + rp), 

folglich j^_ /.»r(r + g) . 

Beabsichtigt man die Seitenkante s einzuführen, so nehme man 

die Proportion 

xit = h:s (siehe Figur 41) 

zu Hülfe. • 

5* 
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Dadurch erhält man die einfachere Formel 

Um dieselbe interpretieren zu können^ forme man sie am, wie folgt^ 

dann ersieht man sofort^ dafs der Mantel des geraden Ereiskegelstutzes 
inhaltsgleich ist einem Trapeze, dessen Höhe gleich der Mantelseite s und 
dessen parallele Seiten gleich den Peripherieen der Grundkreise sind. 
Anmerkung: Eine zweite Auflösung wäre analog der 2*®" Aufl. 
des § 87. — Von den Schnittkurven wird in § 114 die Rede sein. 



§ 101. Zusatz: Sind die Grundflächen ähnliche Ellipsen (mit 
den Halbachsen a und &, a^ und 6^), so heifst der Kegelstutz 
elliptisch oder EUipsenkegelstutz, und sein Inhalt*) beträgt 

oder, weil 

a : 6 = «1 : &! resp. aj) = a\ ist, 

2) e7"= \'hn{ab-\-a^\ + ^i^)> 

wobei natürlich a^h durch ah^ ersetzt werden darf. 

Endlich findet man bei unmittelbarer Benutzung der Fundamen- 
talformel sowie durch bekannte Zerlegungsweise (vgl. § 50): 

In dieser Formel läfst sich an Stelle der Höhe nur dann eine Seiten- 
kante substituieren, wenn der Kegelstutz ein gerader ist, und dann 
mufs auch eine solche Seitenkante {s^ resp. s^ gewählt werden, welche 
die Endpunkte zweier korrespondierender Achsen verbindet; unter 
diesen Bedingungen ist 



h = ]/s,^ — {a--a,y = }/s,^ - (6 ~ b.f . 

b) Die Seiten treffen verlängert nicht in einem Punkte 

zusammen: 

Der Farakegelstatz. 

Fig. 41a. Erklärung: Der Parakegelstutz entsteht aus dem Kegelstutze, 

wie der Parapyramidenstutz aus dem Pyramidenstutze, und kann daher 



*) Der Mantel dieses Korpers (sowie der des schiefen Krej^kegelstntzes) 
kann ohne höhere Hülfsmittel nicht berechnet werden. 
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als Parapyramidenstutz mit krummlinigen Grundflächen äufgefafst 
werden. 

§ 102. Aufgabe: Den Inhalt des Parakegelstutzes zu finden. 

Auflösung: Der Erklärung nach mufs der Inhalt 

sein. — Die unabhängige direkte Entwickelung der Inhaltsformel 
wird der eigenen Übung überlassen. 

Sind die Grundflächen Kreise mit den Badien r und 9, so ist 

Js=: :^Äjr(r* + ()* + r() cos 9)); 

sind sie hingegen ähnliche Ellipsen mit den Halbachsen a, hy a^ und 

h^y so ist 

J" = ^ Ä jr (ab + »i&i + «61 cos 9) . 

Die Diskussion bleibt dieselbe wie beim Parapyramidenstutz. 

§ 103. Zusätze: Die vorhergehenden Formeln gelten für jeden 
Punkt der oberen Grundfläche als Drehungspunkt, selbst wenn er 
im Umfang liegen sollte. — Ebenso sind Anti- und Parakegelstutz 
identisch. 

Der Inhalt des geraden Kreisparakegelstutzes mit Mittelpunkts- 
drehung läfst sich auch ohne trigonometrische Hilfsmittel berechnen, 
teils für bestimmte Winkel durch Projizieren des mittleren Durch- 
schnitts, allgemeiner aber durch Einführung der Seite (x)] man erhält 
dann (nach gehöriger Substitution) aus § 60 

J=ih7C {3(r2 + p2) - (a?2 - Ä')} ; ^s- *ii>- 

auch die Diskussion wird dasselbe Resultat geben, wenn man dort 
Q statt r^ setzt. 

Übungsaufgabe: Untersuche die Differenz zwischen Kegel- 
und zugehörigem Parakegelstutz. 

III. Grundflächen sind nicht ähnlich, aber gleichartig."^) 

Der Körper ist der dem Obelisk entsprechende mit krummlinigen 
Grundflächen. Siein mittlerer Durchschnitt hat wie beim Obelisk 
zu den Grundflächen nicht mehr solche Beziehungen, dafs er durch 
den Flächeninhalt derselben allein bestimmt werden könnte. Es gilt 
also für ihn nur die Pundamentalformel 



*) Z. B. zwei Ellipsen, deren Achsen nicht proportioniert sind. 
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mit Ausnahme desjenigen, welcher hier dieselbe Stellung wie dort der 
Ponton einnimmt, nämlich der 

Wanne. 

§ 104. Erklärung: Unter Wanne versteht man einen Körper, 
dessen Grundflächen zwei nicht ähnliche Ellipsen*) mit parallelen 
Achsen sind, während die Seitenfläche (Mantel) eine kontinuierliche 
krumme Fläche ist, die sich dadurch charakterisiert, dafs die geraden 
Verbindungslinien je zweier korrespondierenden**) Punkte der Grund- 
flächen in ihr liegen. 

§ 105. Aufgabe: Den Inhalt der Wanne zu berechnen. 

Auflösung: Bezeichnet man die Halbachsen der Grundflächen 

Fig. 42. mit a und 6 bezw. a^ und \ , projiziert die obere Grundfläche und 

die mittlere Durchschnittsfläche auf die andere Grundfläche so, dafs 

ihre Mittelpunkte zusammenfallen, so ergiebt sich aus § 247 

(Anhang II), dafs die mittlere Durchschnittsfläche eine Ellipse mit 

den Halbachsen "t und — "L ^ ist. Demnach ist der Inhalt 



oder 






oder wie durch bekannte Zerlegungsweise gefunden wird, 

[2 2^3 2 2 I ' 

ganz entsprechend der Formel des Pontons (§ 66). — 

Diese Formel unterscheidet sich von der für den Kegelstütz ge- 
fundenen nur dadurch, dafs in ihr a\ nicht wie dort gleich a^h 
genommen werden darf. 

Sollte die eine Grundfläche zum Kreise, also etwa a = & werden, 
so erhält man 

Bemerkung. Eine Berechnung des Mantels ist mit elementaren 
Hilfsmitteln nicht ausführbar. 



*) z. B. ein Kreis und eine Ellipse. 
**) Siehe II. Anhang § 246 und 247. 
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9 

IV. Orandfläclieii sind nicht gleichartig: 

Prismatoid mit krummlinigen Grundflächen. 

§ 105 a. Diese Klasse enthält eine Menge von Körpern, hinsicht- 
lich deren Gestaltung die Phantasie einen weiten Spielraum hat. Für 
die Rechnung bieten sich deshalb auch keine weiteren Anhaltepunkte 
dar, vielmehr ist man bei der Inhaltsbestimmung dieser Körper allein 
auf die allgemeine Formel beschränkt: 

.J = iHfo+^fi+f,)' 

Für den Praktiker wird hinzugefügt, dafs er die mittlere Durch- 
schnittsfläche in derselben Weise wie die Grundflächen etwa mit Hilfe 
eines Planimeters zu messen hat. 

V. Eine Omndfläche ist verschwindend klein. 

a) Eine Grundfläche ist eine Gerade (Schneide); und zwar 
sei die Schneide parallel zu einer Achse der Grundfläche: 

Die Glocke. 

Tafel 4. 

§ 106. Erklärung: Die Glocke ist ein Körper, der von einem rig. 43. 
Kreise oder einer Ellipse als Grundfläche und einer gekrümmten Seiten- 
fläche so begrenzt wird, dafs letztere in eine Schneide ausläuft, 
welche parallel einer Grundflächenachse ist. Dabei wird angenom- 
men, dafs die verschwindende (obere) Grundfläche aus einem Kreisa 
in der Weise hervorgegangen sei, dafs alle Punkte der Peripherie ^ig. 43a. 
auf einen Durchmesser projiziert sind, ferner dafs diese Projektionen ^ 
mit den korrespondierenden*) Punkten der andern Grundfläche durch 
Gerade verbunden sind, welche zugleich die Seiten(kanten) vorstellen. — 

Die Glocke soll gerade genannt werden, wenn das im Mittel- 
punkt der Grundfläche auf derselben errichtete Perpendikel die Schneide 
trifft und halbiert. 

§ 107. Aufgabe: Den körperlichen Inhalt der Glocke zu flnden. 

Auflösung: Unter Benutzung des § 247 Zusatz (Anhang II), 
ergiebt sich leicht, dafs der mittlere Durchschnitt eine Ellipse ist, 
deren eine Achse der halben Summe aus der Schneide und der 
parallelen Achse der Grundfläche gleichkommt, während die andere 
die Hälfte der zweiten Achse der Grundfläche ist. Wird demnach 



*) Siehe Anhang II, § 246 und 247. 
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Fig. 48. die eine Achse mit 2a, die andere mit 26 und die Schneide mit 
2ai bezeichnet, so ist 

jr= ^Äjr {a6 + 6(a+ai)} = iÄ6Ä(2a+ai), 
und wenn die Glocke gerade ist 

wobei V den Vertikalschnitt durch diejenige Grundflächenachse be- 
deutet, welche der Schneide nicht parallel ist,» 

Ist die Schneide gleich der parallelen Achse, also a^^^ a^ so 
geht die Formel über in 

'habn 



J = 



2 



und wenn die Grundfläche einen Kreis Torstellt, also a^=^h ist, dann 

wird 

J= -J-Äa^Ä, 

Fig. 43 a <1. h. der Inhalt dieser Glocke ist gleich der Hälfte eines Cylinders 
von gleicher Grundfläche und Höhe. 

§ 108. Zusätze: Der Inhalt wird auch erhalten, wenn man in 
der Formel der Wanne (§ 105) ft^ = setzt. — Ebenso ergiebt sich 
aus der Yergleichung mit § 76, 2), dafs die Glocke inhaltsgleich 
einem Keil ist, dessen Grundkanten den Achsen der Grundflächen 
.bezw. gleich sind. — Auf die Berechnung des Mantels mufs auch 
hier verzichtet werden. 

§ 109. Zusatz: Olockenartige Körper, fdr deren Mantel ein anderes 
Bildungsgesetz gilt, haben auch einen anderen Inhalt. Wenn z. 6. voraus- 
gesetzt wird, dafs die verschwindende Grundfläche aus einem Eechteck 
hervorgegangen sei und demgemäfs die Punkte des Umfangs der Grund- 
Fig. 44. fläche zur Hälfte mit dem einen, zur Hälfte mit dem anderen Endpunkte 
der Schneide verbunden sind, so besteht der Mantel, wenn er nach dem 
Gesetz (§ 2) gebildet ist, aus zwei halben Kegelmänteln und zwei ebenen 
(geradlinigen) Dreiecken, der Körper selbst aus zwei halben Kegeln und 
einem Tetraeder (schwebend. Pyram.), dessen mittlerer Durchschnitt leicht 
bestimmt werden kann. Wenn nämlich die Achsen der Grandfläche mit 
2a und 2&, die Schneide mit 2»^ bezeichnet wird, so wird 

und 

«7" = ^ Ä& {an + 2 a^), 
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d. h. der Körper ist gleich einem Kegel von derselben Grundfläche und 
Höhe vermehrt um das Maximum eines Tetraeders, welches die Höhe des 
Körpers zur Höhe und dessen Schneide und die derselben nicht parallele 
Achse zu Schneiden hat. 

ß) Eine Grundfläche ist ein Punkt: 

Der KegeL 

§ 110. Erklärungen: Unter einem Kegel verstellt man einen 
Körper, der von einer krummlinigen Figur als Grundfläche und von 
einer gekrümmten Seitenfläche begrenzt ist, welch letztere in eine Spitze 
zusammenläuft. Die krumme Seitenfläche (Mantel) unterscheidet sich von 
anderen dadurch, dafs von der Spitze nach allen Punkten des Umfangs 
der Grundfläche Gerade (Seiten des Kegels) gezogen werden können. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Kegel, deren Grundflächen 
Kreise oder Ellipsen sind. Die Verbindungslinie des Mittelpunktes 
einer solchen Grundfläche mit der Spitze heifst Achse des Kegels. 
Steht letztere senkrecht auf der Grundfläche, so nennt man den Kegel 
gerade, andernfalls heifst er schief. 

§111. Aufgabe: Den Inhalt des Kegels zu bestimmen. 

Auflösung: Die schon in § 16 erhaltene Formel «7=^Ä(r, 
welche sich auch leicht aus der Fundamentalformel (wie bei der 
Pyramide § 79) ergiebt, geht, wenn die Grundfläche ein Kreis oder 
eine Ellipse ist, über in 

J==s^hf^it bezw. J'^ \habx. 

§ 112. Aufgabe: Den Mantel M des geraden Kreiskegels zu 
berechnen. 

Auflösung: Man denke sich (wie in § 100) auf dem Mantel ^8- *5- 
äufserst nahe benachbart Seiten(kanten) gezogen und die Endpunkte 
derselben mit dem Mittelpunkt der Grundfläche verbunden. 

Als Gesamtinhalt der dadurch bestimmten Pyramiden, aus welchen 
sich der gegebene Kegel zusammensetzt, findet man auf demselben 
Wege wie in § 100 

wo für X sich wiederum — ergiebt; mithin ist 

8 

woraus man sofort 
erhält. 



74 Zweiter Abschnitt. Zweiter Teil. 

Schreibt man die gewonnene Formel so: 

so erkennt man^ dafs^der Mantel inhaltsgleieh einem Dreieck ist, 
dessen Grundlinie die rektifizierte Peripherie des Grundkreises und 
dessen Höhe gleich der Seiten(kante) s ist. — Vergleiche damit den 
Inhalt eines Kreissektors! 



Von Interesse sind noch die verschiedenen Schnitte auf dem 
Mantel eines Kegels, welche den Namen Kegelschnitte führen; die- 
selben sollen im folgenden näher betrachtet werden, so zwar, dafs 
ein gerader Kreiskegel zu Grunde gelegt wird. = 

§ 113. Vorbemerkung: Jeder ebene Schnitt durch die Spitze 
eines Kegels giebt (falls der Mantel überhaupt geschnitten wird) ein 
gleichschenkliges Dreieck, welches eine Sehne des Grundkreises zur Basis 
hat (Maximum ist das Achsendreieck); jeder ebene Schnitt parallel 
der Grundfläche einen Kreis, was aus der Erklärung des Körpers 
hervorgeht. Um alle übrigen möglichen Schnitte zu gewinnen, seien 
^^u. ^!^^ von dem beliebigen Punkte [7 aus verschiedene Ebenen OUK, M^ UM 
und TJK durch den Kegel gelegt und auf jeder derselben ein Achsen- 
schnitt ENT senkrecht gezogen, welcher jene Ebenen in ÜD schneidet. 
UD kann nun zu der Seite NE^ welche wir die Gegenseite des 
Mantelschnittes nennen wollen, nur folgende Beziehungen haben: 

Fig. 46. 1) IJD ist NE parallel, dann ist der Schnitt selbst der Gegen- 

seite parallel, wird bei fortgesetzter Erweiterung des Kegelmantels 
(über die Grundfläche hinaus) nie denselben verlassen und eine Kurve 
auf demselben bilden , deren beide Teile von U ausgehend sich immer 
weiter von einander entfernen; 

i^ß. 47. 2) UD konvergiert mit NE nach der Grandfläche zu und trifft 

den Mantel (eventuell bei gehöriger Erweiterung desselben) zum 
zweiten Male in 8\ alsdann konvergiert auch der Schnitt selbst und 
bildet eine geschlossene Kurve; 

Fig. 48. 3) UD konvergiert mit NE nach der Spitze zu, divergiert also 

nach der Grundfläche (nach unten) zu, der Schnitt mithin ebenfalls und 
kann deshalb nach unten den Mantel nicht wieder verlassen. Die 
Schnittkurve besteht aus zwei immer weiter auseinander gehenden 
Teilen, unterscheidet sich aber wesentlich von der Kurve in Nr. 1) 
dadurch, dafs die Schnittebene nach oben erweitert den (zum gegebenen 
Kegel gehörigen) Gegenkegel trifft und auf dessen Mkntel noch einen 
anderen zugehörigen Kurvenzweig SiSK^ bildet. 
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§ 114. Lehrsatz: Jeder Mantelschnitt; dessen Ebene parallel 
der Gegenseite ist^ stellt eine Parabel, jeder Mantelschnitt, dessen 
Ebene mit der Gegenseite nach der Grundfläche zu konvergiert, eine 
Ellipse, jeder, Mantelschnitt, dessen Ebene mit der Gegenseite 
nach der Spitze zu konvergiert, eine Hyperbel dar. 

Beweis zu 1). Wenn man durch einen beliebigen Punkt M 
des Kurventeils UMK eine Ebene parallel der Grundfläche legt d. h. ^ig. 46., 
den Kreis mit dem Durchmesser VF zieht, so ist GM sowohl auf 1JD 
als auch auf VF senkrecht, und also 

CM^ = CM^^=^FG.CV. 

Wird ferner TJR parallel VF gezogen, so findet sich 

Af7CFooAJVi?Cr, 

CV:CU=RU:BN', 

hieraus 

^^ — BN 
und daher 

CM^ = CM,' = ^^'^^ . CU= 4^ . CU. 

Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Punkt M der Kurve, und 

da sowohl BU als JB^ bei veränderter Lage von M ihre Werte nicht 

EU* 
ändern, so darf man -jr^ abkürzungs weise gleich 2p setzen; dem- 
nach ist • 

CM' = GMi' = 2p,GU. 

Da aber GM senkrecht auf ÜD steht, so läfst sich GM als Ordinate 
(y), Gü als die zugehörige Abscisse (x) des beliebigen Punktes M 
der in Untersuchung stehenden Kurve ansehen, mithin wird das 
Gesetz derselben ausgedrückt durch 

f = 2pXy 

woraus unmittelbar hervorgeht (siehe x^nhang II, § 241), dafs die Pig. 47. 
fragliche ungeschlossene Kurve eine Parabel ist^ deren Parameter 

2p gleich -gj^ ist 

Zu 2). Konstruktion wie vorher, nur dafs aufser ÜB noch SK 
parallel zu VF gezogen wird; daraus folgt 

GM'=^GM,^ = FG.GV, 

/^GUVijnASUE', ASFG^joASBU 
und daher 

GV:Gü^SK:SU] FG:G8 = BU:SÜ, 
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also 



mithin 



oder 



^„ CÜ.SK ^^ CS. EU 

C]iP = GM^^ = ^^tS^ • CU'CS. 



sw 

Die Gröfsen J2C/, SK und SU ändern ihren Wert nicht, wohin man 
auch den Punkt M auf dei Kurve verlegen mag; es darf also 
Bü.SK=» 4:b^ und /S?7* = 4a^ gesetzt werden, demnach ist 

CM^ = CM,^ = -^ . CU' CS, 

Denkt man sich nun um S U als Durchmesser in der Ebene der 
in Untersuchung stehenden Kurve einen Kreis gezeichnet, so ist 
Gü . GS gleich dem Quadrat der in G errichteten Kreisordinate (r); 
mithin ist 

c jf« = cjifi» = ^ r». 

Weil aber CJlf (resp. CM^) zugleich die entsprechende Ordinate (y) 
der zu untersuchenden Kurve ist, so ist 

y a^ -^ ' 

woraus sich unter Beachtung des § 243 (Anhang 11) ergiebt, dafs 
die Schnittkurve eine Ellipse ist, deren grofse Achse durch /SCT^ 2 a 
dargestellt wird. 
i'ig. 48. Zu 3). Konstruktion wie vorher, nur dafs die Erweiterung der 

Schnittebene GUK bei S in den Gegenkegel eintritt, wo dann SG 
parallel FV gezogen sein soll; es ergiebt sich dann wie vorher 

GJiP^GM^^^FG.GV, 

A GVUoo A So CT; A FGS onARÜS 
und daher 

GV: CU=SO : SU-, FG: GS = BU: SU 
also 

^^— SU ' ^^~ SU 2 
mithin 

GM' = CJlfi« = -^^^ . GU' GS. 

Bei veränderter Lage von M bleiben SG, B U und S U konstant, man 
kann also wie in 2) 4a* für SW und 46* für SG . BU substituieren. 
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« 

Demnach ist 

so dafs das Quadrat der Ordinate 

y^^^.OU'CS ist- 

Verlegt man nun den Eoordinatenanfangspunkt der Kurve nach 
der Mitte (OJ von Sü, setzt also CO^^=^Xy so ist CU'= x — a 
und CS ^^^ X '\' a, folglich 

Hieraus erkennt man (unter Beachtung des § 250 im Anhang II), 
dafs die fragliche Schnittkurve eine Hyperbel ist, deren Hauptachse 
durch /S?7(=2a) dargestellt wird. 

VI. Beide Grundflächen sind verschwindend klein. 

Es wiederholen sich die Folgerungen, die im 1. Teil unter gleicher 
Nr. gemacht sind. — 

An vorstehende Körper schliefst sich ergänzend noch eine dritte 
Gruppe an, deren eine Grundfläche geradlinig, während die andere krumm- 
linig ist; allein da zur Berechnung des mittleren Durchschnitts gar keine 
weiteren Hilfsmittel geboten werden, vielmehr derselbe direkt gemessen 
und sein Wert in die Fundamentalformel eingesetzt werden mufs, so 
genügt es, dieselbe erwähnt zu haben. 



Dritter Absclinitt. 
CentralkSrper mit krnmmlinigeii Seitenkanten. 



Einleitung*): 

Vorbereitende Sätze. 

Bemerkung: Bevor wir in die eigentliche Behandlung der 
hierhergehörigen Körpergruppen eintreten können, ist es erforderlich 
festzustellen, was für krumme Linien als Seitenkanten auftreten 
sollen, sowie den Nachweis zu liefern, dafs auch hier unsere 
Fiindamentalformel zur Berechnung des Inhalts anwendbar 
ist. Zweckmäfsig erscheint es, von einem Spezialfall auszugehen. 

§ 115. Erklärungen: Wenn alle Seiten(kanten) des Central- 
körpers (siehe Def. § 2) in kongruente Viertelkreise übergehen, 
die eine Grundfläche zum Kreise von gleichem Halbmesser, die andere 
verschwindend klein wird, so entsteht ein Körper, welcher Halb- 
kugel heifst. — Zwei solcher Halbkugeln, mit ihren kongruenten 
Kreisflächen zusammengesetzt, bilden die Kugel d. h. die Spezies 
des Centralkörpers,. deren beide Grundflächen (Pole genannt) gleich 
Null und deren Seiten kongruente Halbkreise sind. — 

Die Verbindungslinie der Pole heifst Achse, der Halbierungs- 
punkt der Achse Mittelpunkt der Kugel, weil er zugleich das 
gemeinschaftliche Centrum aller Seiten(kanten), also von sämtlichen 
Punkten der Begrenzungsfläche (Oberfläche) gleich weit entfernt ist; 
die Hälfte der Achse nennt man Kugel-Halbmesser (-Radius). 

§ 115a. Zusätze: l)*Jede durch den Mittelpunkt einer Kugel 
beiderseits bis zur Oberfläche gezogene Gerade (Durchmesser) kann 
als Achse angesehen werden. 

2) Jeder ebene durch den Mittelpunkt geführte Schnitt ist ein 
Kreis, dessen Radius gleich dem Kugelhalbmesser ist (gröfster Kugel- 
kreis). 

*) Diese Einleitang hatte eigentlich sich an den 1. Abschnitt anschliefsen 
müssen; nur aus didaktischen Gründen ist sie an die Spitze des 3. Abschnitts 
gestellt worden. 
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3) Überhaupt wird die Kugel von jeder dieselbe schneidenden 
Ebene in einem Kreise geschnitten. 

Beweis zu 3): Man verbinde den Fufspunkt E des Perpendikels Fig. 49. 
aus dem Mittelpunkt C der Kugel mit drei beliebigen Funkten 
(A, B, D) des ümfangs der Schnittfläche, so ergiebt sich, wenn man 
noch ÄC, BC und DG zieht, aus der Kongruenz der Dreiecke die 
Gleichheit von AEy ED und EB] also ist der Durchschnitt ein Kreis. 

§ 116. Erklärungen: Wird die Kugel durch eine beliebige 
Ebene (in zwei Teile) zerlegt, so heifst jeder Teil Kugelabschnitt 
oder Konoid*); wird sie von zwei parallelen Ebenen geschnitten, Fig. 49. 
so führt der zwischen diesen liegende Teil der Kugel den Namen Fig. 75 u. 76. 
Kugelscheibe. 

Beide Körper ordnen sich ebenfalls dem Centralkörper (§ 2) 
unter. Denn wenn die eine Grundfläche des Centralkörpers zum Kreise, 
die andere verschwindend klein wird, seine Seiten aber kongruente 
Kreisbogen von gemeinschaftlichem Mittelpunkte sind, so stellt er 
eben den Kugelabschnitt vor, und zur Kugelscheibe wird er, wenn 
bei derselben Beschaffenheit der Seiten auch die andere Grundfläche 
ein Kreis ist**). 

§ 116a. Zusatz: Zieht man auf einen Kreisdurchmesser (2r) 
von den Endpunkten eines (nur auf der einen Seite desselben ge- 
legenen) Bozens Senkrechte und läfst den Bogen mit den Senk- 
rechten um den Durchmesser eine ganze Drehung (Rotation) . 
machen, d. h. sich drehen, bis jeder seiner Punkte einen Vollkreis 
beschrieben hat, so entsteht 

eine Kugel, wenn beide Senkrechte 0, 

m 

eine Halbkugel, wenn eine Senkrechte 0, die andere = r, 
ein Kugelabschnitt, „ „ „ 0, „ „ > 0, 

eine Kugelscheibe, wenn beide Senkrechte > 0, 
ein Cylindroid, „ „ „ > und einander gleich 

(Fig. 84) sind. — Offenbar ist die Scheibe die allgemeinste Korper- 
form dieser Gruppe. 

Bemerkung: Beabsichtigt man auch die dem Kreise verwandten 
Kurven (die Kegelschnitte) als Seitenkanten des Centralkörpers einzuführen, 
so müssen deren spezielle Gesetze (Gleichungen) als bekannt vorausgesetzt 



*) d. h. Kegel (Conus) mit krummlinigen Seiten. 

**) Ans didaktischen Gründen jedoch werden nicht allein die genannten 
sphärischen, sondern auch die folgenden elliptischen, parabolischen und hyper- 
bolischen Körper als Rotationskörper anfgefafst, vgL § 116 a und 117. 
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werden, (siehe Anhang II, in welchem dieselben im engsten Anschlufs 
an den Kreis entwickelt sind). 

Fig 50. § 117. Erklärungen: Rotiert eine Ellipse um eine ihrer Achsen, 

Fig. 51. so entsteht ein Rotationsellipsoid; 

Fig. 52. rotiert eine Parabel um ihre Achse^ so entsteht ein Rotations- 

paraboloid; 

rotiert eine Hyperbel um ihre Hauptachse ^ so entsteht ein 

Fig. 53. zweischaliges Rotationshyperboloid; 

rotiert eine Hyperbel um ihre Nebenachse (F- Achse), so entsteht 

Fig. 54. ein einschaliges Rotationshyperboloid. — 

Unter den Teilen jedes dieser Körper, welche erhalten werden, 
wenn man senkrecht zur Rotationsachse eine oder zwei Ebenen durch 
den Körper legt, ist der allgemeinste Körper derjenige, dessen Grund- 
flächenradien gröfser als 0, aber verschieden grofs sind; selbigen 
nennt man Scheibe. — Beim zweischaligen Rotationshyperboloid müssen 
die beiden Ebenen durch den nämlichen Teil (Schale) gehen. 

§ 118. Lehrsatz: Der Inhalt der Kugelscheibe*) sowie jeder 
anderen in § 117 erklärten Scheibe ist gleich sechs Kegeln, von 
denen zwei die beiden Grundflächen, vier den mittleren Durchschnitt 
der Scheibe zu Grundflächen, sämtliche aber die halbe Höhe der 
Scheibe zur Höhe haben, — in Formel 

Fig. 55. Scheibe = ^ Ä (/^^ -f 4/; + Q- 

Beweis: 1) für die Kugelscheibe: 

Um AB als Achse rotiere 1) die Halbkreisfläche ABDA 2) das 
Rechteck ABGE und 3) die Dreiecke ZBG und ZAE. Dadurch 
werden erzeugt eine Ki^gel, ein Cylinder und ein Doppelkegel, welcher 
letztere sich auch als das Minimum eines Paracy linders (9 = 180^) 
ansehen läfst**). Legt man durch einen beliebigen Achsenpunkt L 
die zur Achse AB senkrechte Ebene, (welche selbstverständlich 
parallel den Grundflächen des Cylinders ausfällt), so gilt für die drei 
Durchschnittsflächen, in denen die drei Rotationskörper geschnitten 
werden, folgender Satz: „Der Inhalt der Durchschnittsfläche des 
Cylinders ist gleich der Summe der Durchschnittsflächen der beiden 
anderen Körper". Denn aus Fig. 55 ist zunächst ersichtlich, dafs 

ZQ^ = LQ^ + ZD ist. 

*) Der Beweis wird für die Scheibe deshalb darchgeführt, weil die 
übrigen Fälle (Konoid, Cylindroid etc.) sich als Spezialfälle derselben anffassen 
lassen. 

**) Vgl. § 96. . 
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Nun ist der Radius ZQ = ZD = LN^ femer ZL = LM, weil 
ZB = BC und LM || BC ist; mithin 

woraus sofort folgt 

LN^n = LQ^^ + LM''n;. 

Da nun L^, LQ und LJlf die Radien der in Untersuchung stehenden 
Durchschnittskreisflächen sind^ so ist genannter Satz richtig. Aus 
demselben folgt unmittelbar 

d. h. „die Durchschnittsfläche der Kugel ist gleich dem Unterschiede 
zwischen derjenigen des Cylinders und der des Kegels resp. Doppel- 
kegels"*). Da dieser Satz für jede beliebige Parallelebene gilt, so 
ergiebt sich, wenn man den Cavalieri'schen Grundsatz in Anwendung 
bringt (für sämtliche Ebenen von L bis JSQ, Fig. 56. 

Kugelscheibe = Cylinder — Kegelstutz 

oder, falls die Achsenpunkte L und K auf verschiedenen Seiten des 
Kugelmittelpunkts liegen, 

Kugelscheibe = Cylinder — Parakegelstutz (9? = 180®) 

oder Kugelscheibe = Cylinder — Kegel, wenn einer der Achsenpunkte 
im Kugelmittelpunkt liegt. Da für den Cylinder und den Kegelstutz 
(resp. Parakegelstutz oder Kegel) die Fundamentalformel als gültig 
erkannt ist, so erhält man 

J = iÄ(G= + 4ö + G)-iÄ(n + 4yi + y,)**) 
oder durch andere Anordnung 

Nach dem bereits oben benutzten Hilfssatz ist aber 

G — yQ = f^ (untere Grundfläche der Scheibe), 

G — y^ == /i (mittlere Durchschnittsfläche der Scheibe), 

G — ^2 =s /'g (obere Grundfläche der Scheibe); 

mithin ist 

J'=iÄ(/ö+4/;+^). 

*) Aus dieser Eigenschaft hat Archimedes einen nach ihm benannten 
Satz für die Halbkugel abgeleitet (§ 119, 2)). 

**) y^, yj und y^ bedeuten bezw. die untere Grundfläche, mittlere Durch- 
schnittsfläche und obere Grundfläche des Kegelstutzes [resp. Parakegelstutzes 
oder Kegels] und G jede dieser Flächen beim Cylinder. 

Heinze-Lucke , Stereometrie. 6 
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2) für die Scheibe des Rotationsellipsoids: 

Der Beweis ist von dem vorhergehenden nur wenig verschieden. 
An Stelle der Halbkreisfläche AB DA rotiere die halbe Ellipsenfläche 
Fig. 51. AB DA am die grofse Achse AB (= 2 a) und es sei wiederum 
durch einen beliebigen Achsenpunkt L zu AB eine senkrechte Ebeoe 
gelegt; vermöge der Mittelpunktsgleichung der Ellipse (siehe § 243, 
Anhang U) 

9 

ist dann auch hier 

Auf dieselbe Gleichung kommt man^ wenn die Rotation um die kleine 
^»«- 58. Achse (2h) [siehe Fig. 58] erfolgt. Demnach gilt auch für jedes 
Rotationsellipsoid der Satz des Archimedes in voller Strenge, und 
auf Grund desselben gilt also nach 1) auch für die Scheibe des 
Rotationsellipsoides die Fundamentalformel 

3) für die Scheibe des Rotationsparaboloids: 

Tafel 5. Mau stcUc zwci kongruente Rotationsparaboloide so auf eine 

Fig. 59. gemeinschaftliche Ebene PQ^ dafs ihre Achsen AB und A'B" zwar 
parallel aber entgegengesetzt gerichtet sind und auf FQ senkrecht 
stehen. Hierauf führe man parallel zu PQ zwei Ebenen, von denen 
die eine ebensoweit (0) von B als die andere von A absteht; so 
erhält man offenbar zwei kongruente Scheiben. Legt man aufserdem 
eine dritte Ebene parallel.zu PQ durch einen beliebigen Achsenpunkt 
L, welche die Höhe jeder Scheibe in die Stücke m und n teilt, so 
ergiebt sich nach Mafsgabe der Parabelgleichung (siehe § 241 im 
n. Anhang und Figur 59) 

s^ = 2(m + ;?)p, 

w^ = 2(n +^)p 

und hieraus durch Addition 

s^ ^to^ = 2 {m-\-n + 20)p = 2 (h + 2j3)p ^ v^ 

also auch 

Da diese Gleichung für jeden beliebigen Parallelschnitt gültig ist 
und dabei v stets denselben Wert behält, so gelangt man mit Hilfe 
des Gavalieri'schen Grundsatzes zu dem Resultat 
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2. (parabolische Scheibe) = Cylinder 
oder 

parabolische Scheibe = ^ Cylinder. 

Bezeichnet man die Grundflächen und die Mittelfläche des Cylinders 
mit G und die der Scheibe bezw. mit /J^, /'g und /i, so ergiebt sich 

parabolische Scheibe = ^ ' Y ^^~^^^~^^^' 

Da nun die Gleichung s^jt + ^^^ = v^^ auch richtig ist, falls der 
Punkt L in die obere oder untere Grundfläche oder in die Mittelfläche 
verlegt wird, so mufs 

und 

sein; mithin 

parabolische Scheibe = |- . A (2/-^ 4- 4 . 2/i + 2^) 

4) für die Scheibe des zweischaligen Rotationshyperboloids: 
Man verfahre genau so wie unter Nr. 3) (siehe Fig. 60, in Fig. eo. 

welcher blofs ein geometrischer Längsschnitt dargestellt ist), nur wende 

man die Scheitelgleichung der Hyperbel 

y^= ~(2ax + x^) [siehe § 250, Anhang II] 



a' 



statt derjenigen der Parabel an. Dadurch gelangt man zu den Gleichungen 

addiert man, so kommt 

52 _^ ^2 _ A' i2a(m-\-n + 2z) + (m+^f + (w + ^)^J. 

Nun ist (ebenfalls nach der Scheitelgleichung der Hyperbel) 
«* = ~j- [2a(m-\-n-{-20) + (m-\-e^n-\-zy], 

■ ==^[2a{m-\-n-\-2s)+(m-\-ey-\-(n-\-sy+2(m-\-g){n+e)] 
=• ^^ [2a(m+n+2g) + (m+^f + (n+^Y] 

iJL 
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mithin ist 

5« -|- ^2 = t;« ip (m-\'is) (w+^). 

Setzt man (m+;e?) (n-j-g) = k^, wo k die im Punkte L errichtete 
(Kreis-)Ordinate in dem über AB konstruierten Kreise bedeutet, so 
wird 

5« + «;2 = t;2 _ 2 (-^ hf 

oder, da — Ic die (der Kreisordinate) k entsprechende Ordinate Tc 

einer Ellipse bedeutet, deren grofse Achse (m+w+2^) ist, während 
sich die kleine Achse zu derselben wie 6 : a verhält, 

s« + M;2 = t;«_2ifc'^ 
sodafs 

s^7t + w^^ = t;*Ä — 2k' ^jc ist. 

Auf Grund dieser Gleichung, welche gültig bleibt, mag man den 
Achsenpunkt L hinlegen, wo man nur will, gelangt man, wenn man 
beachtet, dafs v stets denselben Wert hat und k' die stetig aufeinan- 
derfolgenden Ordinaten einer und derselben Ellipse darstellt, zu dem 
SchluTsresultat 

2. (hyperbolische Scheibe) = Cylinder — 2. (elliptische Scheibe), 
sodafs, falls die Grundflächen und die Mittelfläche des Cylinders mit 
Gy die bezüglichen Flächen der elliptischen Scheibe mit y^, yg und y^ 
bezeichnet werden, 

2. (hyperboUsche Scheibe) = ^h {(? — 2yo + 4((?-2yi) + (?— 2^3) 
oder, da zufolge der schon oben benutzten Gleichung 

/o + ^2 = ö-2yo, 2/; = G~2y„ ü + f,^Q-2Y^ ist, 
2. (hyperbolische Scheibe) = i^ {2/o + 4 • 2/; + 2/;}, 

mithin 

hyperbolische Scheibe = J Ä (/J, -f~ 4/i + /s)- 

5) für die Scheibe des einschaligen Rotationshyperboloids: 
Fig. 61. Da jetzt die Gerade MN, welche auf der Hauptachse der Hy- 

perbel in deren Mitte senkrecht steht, Rotationsachse ist, so lautet 
die Mittelpunktsgleichung 

Wenden wir dieselbe auf den Punkt N an, für welchen das y den 
Wert V und das x den Wert — hat, so erhält man 

d\2 



^-im+n-' 
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für einen beliebigen Punkt L gilt 

durch Subtraktion gelangt man zu 

«■-i^-i^((i-)'— •)> 

\-^J — x^ ist aber gleich F, wo Jfc die im Punkt L errichtete Ordinate 
in dem um mit -r- als Radius beschriebenen Kreise ist^ mithin 

'i? — J/^ = (-T-) oder, da ~ Ä; 

die (der Kreisordinate) h entsprechende (Ellipsen-) Ordinate Je einer 
Ellipse mit den Halbachsen — und y • -^ bedeutet, 

t;2 = ^2 ^ ^'2^ 

sodafs 

„Läfst man um Ml^ das Rechteck MNSTy den Hjperbelbogen TAS 

und die halbe Ellipse NJBM, deren grofse Achse MN und kleine 

a MN . . 

Halbachse 0B= ^ ö — ist, rotieren und legt hierauf durch einen 

beliebigen Achsenpunkt L senkrecht zur Achse eine Ebene, so ist 
die Durchschnittsfläche des Cylinders gleich der Summe der Durch- 
schnittsflächen des (einschaligen) Hyperboloides und des Ellipsoids." 
Auf Grund dessen und unter Anwendung des Cavalieri'schen 
Grundsatzes auf alle Ebenen etwa von K bis L gelangt man zu dem 
Resultat 

Cylinder = hyperbol. Scheibe + elliptische Scheibe 
oder 

hyperbol. Scheibe == Cylinder — elliptische Scheibe. 

Bezeichnet man nun die Grundflächen und die Mittelfläche des 
Cylinders mit 6r, die bezüglichen Flächen der elliptischen Scheibe mit 
y^y ^2 "^^ Yij so erhält man 

hyperbolische Scheibe = ^ Ä { ö — y^ -}- 4(6r — y^) + (r — yg } , 
oder da offenbar 

/o = G^ — yo> /i==<? — yi; ^2 = — ^2 ist, 
hyperbol. Scheibe = i Ä (/J, + 4^^ + A)- 

§ 119. Zusätze: 1) Der bewiesene Lehrsatz (§ 118) gilt nicht 
allein für Scheiben, sondern auch für alle anderen durch je zwei 
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parallele zur Rotationsachse senkrechte Ebenen bestimmte Körper- 
teile; insbesondere darf eine Grundfläche zum Punkte zusammen- 
schrumpfen (Konoid), auch beide Grundflächen können in Punkte 
übergehen (wie z. B. bei der Kugel), endlich können beide Grund- 
flächen kongruent sein (Oylindroid). — 

2) Wendet man den Lehrsatz (§ 118) auf denjenigen Kugel- 
abschnitt an, dessen Grundfläche durch den Kugelmittelpunkt geht, 
so wird man auf den Satz des Archimedes geführt: 

,,Die Halbkugel ist inhaltsgleich der Differenz eines Cylinders 
und Kegels von derselben Grundfläche und Höhe." 

§ 120. Erklärung: Während bisher vorausgesetzt war, dafs 
die Grundflächen der Scheiben Kreise sind, soll jetzt der allge- 
meinere Fall, dafs die Grundflächen ähnliche Ellipsen sind, unter- 
sucht werden. Es sollen also die Endpunkte der beweglich und 
variabel gedachten krummen Seitenkante je eine Ellipse durchlaufen. 
Die Abstände der Endpunkte von der Rotationsachse ändern dabei 
natürlich ihren Wert stetig, ebenso wie diejenige Achse der betreffen- 
den Kurven, welche nicht zugleich Rotationsachse ist. Man kann 
dies also eine Rotation mit variabeler Neben-Achse nennen. 
Die Seitenkanten des entstehenden Körpers sind demzufolge nicht 
mehr kongruent. — Die Bedingungen, unter denen jene neue Rotation 
stattflnden soll, sollen in folgendem zusammengefafst werden. 

§ 121. Forderungssatz: 

1) Es dürfen nur Kegelschnitte einer und derselben Art als 
Seitenkanten auftreten; (der Kreis wird dabei als Ellipse betrachtet); 

2) Die (krummen) Seitenkanten müssen eine der beiden Achsen 
gemeinsam haben; und mithin müssen 

3) die zweiten (variablen) Achsen aller in einem Punkte einan- 
der schneiden. 

Nach diesen Beschränkungen kann natürlich von einer Unab- 
hängigkeit der Grundflächen (wie bei den Körpern mit geraden 
Seitenkanten) nicht mehr die Rede sein. 

§ 122. Lehrsatz: Alle Scheiben (Konoide etc.) mit ellipti- 
schen Grundflächen unterliegen demselben Messungsverfahren wie 
die entsprechenden Körper, deren Grundflächen Kreise sind. 
Fig. 62. Beweis: Wenn das Konoid ABDF eine Ellipse zur Grund- 

fläche hat, so ist jeder parallele Durchschnitt B' If F' eine ihr ähn- 
liche Figur. Legt man nämlich durch die Drehungsachse ACAiq beliebige 
Ebene DAC und noch eine zweite BAF, welche zugleich durch die 
grofse Achse der Grundfläche geht, zieht femer von D und IX die 
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Senkrechten DK und U K' auf BF bezw. S F\ so sind die Drei- 
ecke CDK und C IfK' ähnlich ^ mithin 

BK: VK' = CK : CK = CD : G'D\ 

CD und CD' lassen sich nun als Ordinaten des Kegelschnittbogens 
DD^ auffassen und nach Mafsgabe der Gleichung der betreffenden 
Kurve ausdrücken. Berechnet man sodann den Wert des Verhältnisses 
CDiC Dy und zwar nicht allein für die einzige Ebene DAC sondern 
für alle Ebenen^ welche man durch AG legen kann, so ergiebt |[ch 
(unter Beachtung von § 121) in jedem Falle für einen und denselben 
Parallelschnitt B'VF' eine feste Gröfse*). Für die Ebene BAG, 
welche die grofse Halbachse (a) der Grundfläche enthält, geht das Ver- 
hältnis GD : (J D' in BG:B^ C oder a: a^ , für diejenige Ebene, welche 
zugleich durch die kleine Halbachse (6) der Grundfläche geht, in 6 : 6^ 
über. Hiemach ist der konstante Wert sowohl durch a : a, als auch durch 

6:6i ausgedrückt, also (w^ =) "gv^ = 'WW ^^ T~ "^ — * Hieraus 

kann man leicht ableiten, dafs B^D F' eine der Grundfläche BDF 
ähnliche Ellipse ist. Aus a:a^ = h:\ folgt ah^ «= a^ft; ferner ist, 
wenn E und E^ die Flächeninhalte beider Ellipsen bedeuten, 

E:Ei = ab7t: a^h^x (§ 244), 

1:1 = abi : a^h , 

mithin E : E^ = a^l\% : a^hh^% «= a^ : a^^ cesp. = W : h^^ 

d. h. die Flächen ähnlicher Ellipsen verhalten sich wie die Quadrate 
ihrer grofsen oder kleinen Halbachsen. Es können daher unter 
Zugrundelegung des Cavalieri'schen Grundsatzes alle Summationen 
mit Ellipsenflächen ebenso durchgeführt werden wie es mit Kreis- 
flächen in § 118 geschehen ist; es gelten demnach auch für die 
Körper mit elliptischen Grundflächen alle dort gemachten Folgerungen, 
namentlich unterliegen auch sie der Inhaltsformel 

§ 123. Erklärung: Sind die Grundflächen des Centralkörpers 
geradlinige, in Kreise oder ähnliche Ellipsen eingeschriebene oder den- 
selben umgeschriebene ähnliche Figuren und die Seitenkanten krumm- 

*) mögen die Seitenkanten Parabeln oder Ellipsen oder Hyperbeln sein, 

1 /~AG 
z. B. im ersten Falle 1/ -j-j^ , wobei A den Scheitel bedeutet, in welchem (zufolge 

§ 121, 2 u 3) alle Seitenkanten zusammentrefPen müssen; nur beim einschaligen 
Hyperboloid hat man A die Bedeutung des Achsenschnittpunktes beizulegen 
und die Figur dementsprechend abzuändern. 
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linig unter den früheren Beschränkungen (§ 121); so nennt man 
i'ig. 63. solchen Körper ein Pyramidoid*) oder einen Pyramidoidenstutz, oder, 
falls die Grundflächen kongruent sind, ein Prismoid*). Derartige 
Körper werden von Konoiden und Scheiben (resp. Cylindroiden) ein- 
gehüllt oder umhüllen dieselben. — Ihre Seitenflächen entstehen nach 
dem bekannten Bildungsgesetze (§ 2), indem Gerade an je zwei benach- 
barten Seitenkanten parallel der Grundfläche verschoben werden, bis 
sie die schirmartigen Gebilde abschliefsen (z. B. Fig. 63). 

^ § 124. Lehrsatz: Pyramidoidenstutze (wie Pyramidoide etc.) unter- 
liegen demselben Messungsverfahren wir ihre umhüllenden oder ein- 
gehüllten Körper. 

Der Beweis ist einfach und beruht auf dem Satze, dafs 
alle den Grundflächen parallelen Durchschnittsfiguren eines solchen 
Körpers denselben ähnlich sind, und ihre Flächeninhalte sich wie 
die Quadrate der Halbmesser der um- oder eingeschriebenen Kreise 
bezw. wie die Quadrate der grofsen (oder kleinen) Halbachsen der 
um- oder eingeschriebenen ähnlichen Ellipsen verhalten, sodafs also alle 
Folgerungen, welche in § 118 und § 122 gemacht wurden, auch hier 
gelten; insbesondere ist auch hier die Fundamen talformel 

anwendbar. 

Diese Fundamentalformel bildet nach alledem auch das Gesetz 
für die im Vorhergehenden aufgestellten Gruppen von Körpern mit 
krummlinigen Seitenkanten. 

Nunmehr wird im folgenden Paragraphen eine Übersicht der- 
selben gegeben werden, welcher die Behandlung der Einzelkörper 
folgen soll. 

§ 125. Übersicht der abgeleiteten Körper mit krummlinigen 
Seitenkanten.**) 

A. Grundflächen sind krummlinige Figuren. 

I. Beide Grundflächen sind verschwindend klein (Pole): Sphäroid, 

und zwar: 

a) Kugel. 

j8) Rotationsellipsoid. 

y) dreiachsiges EUipsoid. 

r-^ , \ mit krummlinigen Seitenkanten. 
FnsmaJ 

**) vgl. § 21. 
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IL Eine der Grundflächen ist verschwindend klein (Scheitel): 

Konoidy 
a) der Eugelschnitt oder das sphärische 

ß) das parabolische 

y) das elliptische 

S) das hyperbolische 



Konoid. 



III. Grundflächen sind ähnlich: 
a) die sphärische 
ß) die parabolische 
y) die elliptische 
d) die hyperbolische 



Scheibe, 



Scheibe. 



IV. Grundflächen sind kongruent: 
a) das sphärische 

ß) das elliptische \ Cylindroid, 

y) das hyperbolische 



Cylindroid {Tonne), 



B, Grundflächen sind geradlinige Figuren. 

I. Beide Grundflächen sind verschwindend klein: Ellipsenkant^ 

a) von der Kugel 

ß) vom Rotationsellipsoid 

y) vom dreiachsigen EUipsoid 

II. Eine der Grundflächen ist verschwindend klein: Pyramidoid, 

a) vom sphärischen ] 

ß) vom parabolischen 1 Konoid eingehüllt oder dasselbe 



eingehüllt oder den Körper 
umhüllend. 



y) vom elliptischen 
ö) vom hyperbolischen 

III. Grundflächen sind ähnlich: 
a) von der sphärischen 
ß) von der parabolischen 
y) von der elliptischen 
ö) von der hyperbolischen 

IV. Grundflächen sind kongruent: 
a) vom sphärischen 
ß) vom elliptischen 
y) vom hyperbolischen 



umhüllend. 



Pyramidoidenstutz, 

Scheibe eingehüllt oder dieselbe 
umhüllend. 



Prismoid, 

Cylindroid eingehüllt oder dasselbe 
umhüllend. 
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Erster Teil. 

Körper mit krammlinigeii Grundflächen. 

Wie schon in der Übersicht angedeutet ist, soll jetzt die Reihen- 
folge in der Entwickelung der Körper umgekehrt, d. h. mit der 
Modifikation begonnen werden, deren analoge Form den vorher- 
gehenden Abschnitt beschliefst. Es geschieht dies teils der Über- 
sichtlichkeit, teils der Berechnung wegen, welche dadurch bedeutend 
einfacher wird, besonders aber, um auch einen gewissen Anschlufs 
an die bisherigen Darstellungen der Stereometrie zu bewirken und 
diejenigen Körper an die Spitze des Abschnitts zu stellen, welche 
anderweit denen mit geradlinigen Seitenkanten folgen. 

I. Beide Grundflächen sind Punkte (Pole). 

Das Sphäroid. 

§ 126. Erklärung: Sphäroid heifst ein Körper, der von einer 
gesetzmäfsig gekrümmten Fläche als Oberfläche so umschlossen wird, 
dafs die beiden Berührungsebenen, deren Berührungspunkte (mit der 
Oberfläche) die Grundflächen vorstellen, einander parallel sind; diese 
Punkte heifsen Pole*), ihre Verbindungslinie die Achse, jeder durch 
die Achse gelegte Schnitt ein Achsenschnitt und deren Grenzen in 
der Oberfläche die Seiten des Körpers. 

Nach den im § 121 gemachten Einschränkungen bilden alle 
Durchschnitte, welche senkrecht auf der Achse stehen, einander ähn- 
liche krummlinige Figuren, und so mufs denn auch die Beschaffen- 
heit des mittleren Durchschnitts in Verbindung mit der Seite die 
Beschaffenheit des Sphäroides bestimmen, worauf sich die Unter- 
teilung gründet. — 

A. Der mittlere Durchschnitt ist ein Kreis. 

a) Seiten sind Halbkreise von demselben Halbmesser r 

des mittleren Durchschnitts: 

Di0 Eugel. 

§ 127. Erklärung und Folgerungen: Die Kugel ist der 
Ableitung nach ein Sphäroid, dessen Seiten aus kongruenten Halb- 
kreisen bestehen. Die Hälfte der Achse heifst Halbmesser, ihr 
Halbierungspulikt der Mittelpunkt oder das Centrum der Kugel*). Jeder 
Achsenschnitt, wie jeder Schnitt durch den Mittelpunkt, ist ein Kreis 

*) vgl. § 115. 
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vom Halbmesser der Kugel (gröfster Kugelkreis), und deshalb kann 
jeder Punkt der Oberfläche Pol, jeder Durchmesser Achse sein; es ist aber 
auch jeder andere ebene Schnitt der Kugel ein Kreis (Sehnenkreis).*) 

§ 128. Aufgabe: Den Inhalt der Kugel zu berechnen. 

Auflösung: Setzt man in der Fundamentalformel die speziellen 
Werte, d.h. für h=2r und fi=r^^ ein, so ergiebt sich unmittelbar 

d. h. die Kugel ist 1) gleich zweien Dritteilen des umhüllenden 
Cylinders; 2) gleich dem bei 90^ Drehung aus ihm hervorgehenden 
Paracy linder; 3) gleich der Summe zweier Kegel, welche den Durch- 
messer zur Höhe und den mittleren Durchschnitt der Kugel zur 
Grundfläche haben; 4) gleich der DifiFerenz eines Cylinders und 
Kegels von vorerwähnter Höhe und Grundfläche u. s. w. — 

Anmerkung: Bekanntlich entdeckte Archimedes das Verhältnis 
zwischen Cylinder, Kugel und Kegel**) und bestimmte eine dies Ver- 
hältnis bezeichnende Figur (Cylinder nebst eingeschriebener Kugel Fig. 64. 
und Kegel) als Inschrift seines Grabmals, woran auch Cicero, der 
als Quästor in Sicilien Nachgrabungen nach demselben veranstalten 
lief 8, dasselbe wieder erkannte. — Noch jetzt wird bei Syragossa 
den Reisenden das Grab des Archimedes gezeigt; doch ist es höchst 
unwahrscheinlich, dafs dies je die Buhestätte des grofsen Mannes 
gewesen ist. 

§ 129. Aufgabe: Die Oberfläche der Kugel zu finden: 
Auflösung: Man kann die Kugel als die Summe von Pyra- 
miden betrachten, deren gemeinschaftliche Spitze im Mittelpunkt der 
Kugel liegt, und deren Grundflächen die ganze Oberfläche derselben 
bilden. Da hiernach der Inhalt derselben mit ^»*0 bezeichnet werden 
kann, also 

\rO = ^r^% 
ist, so mufs 

= 4:r^% 

sein, d. h. die Oberfläche der Kugel ist gleich dem Mantel des um- 
hüllenden Cylinders oder gleich dem Vierfachen des gröfsten Kugel- 
kreises oder gleich einem Kreise, der den Durchmesser der Kugel 
zum Halbmesser hat. — 

§ 129a. Zusatz: Wenn r den Halbmesser, die Oberfläche und 

*) vgl. § 115 a, 3. 
**) vgl. § 133, Zusatz 2. 
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J den Inhalt der Kugel bezeichnet; so lassen sich die gewöhnlichen 
Aufgaben über die Kugel folgendermafsen zusammenfassen: 



Gegeben 


Gesucht 




r 





J 


r 




At^a 


ir^« 





iV: 




ioV: 


J 


^r: 


|/(6J)^Ä 





Fig. 5011. 51. 



ß) Seiten sind Halbellipsen^ deren eine Achse gemeinschaft- 
lich, deren andere gleich dem Durchmesser des mittleren 

Durchschnitts ist: 

Das Rotationsellipsoid. 

§ 130. Erklärung und Folgerungen: Das Rotationsellipsoid 
ist nach der Ableitung ein Sphäroid mit kongruenten Halbellipsen 
als Seiten. Die Verbindungslinien der beiden Pole heifst die Haupt- 
achse, jeder Durchmesser des mittleren Durchschnitts Nebenachse 
und der Mittelpunkt der letzteren Mittelpunkt des Körpers. — Jeder 
Schnitt durch die Hauptachse giebt kongruente Ellipsen (elliptischer 
Hauptschnitt), jeder Schnitt parallel der Hauptachse, eine dem Haupt- 
schnitt ähnliche Ellipse, jeder Schnitt senkrecht auf dieselbe dagegen 
einen Kreis, deren grofster durch sämtliche Nebenachsen geht und 
Kreishauptschnitt genannt wird. Jeder andere Schnitt durch eine 
Nebenachse liefert eine Ellipse. 

§ 131. Aufgabe: Den Inhalt des Rotationsellipsoids zu be- 
rechnen. 

Auflösung: Mit Benutzung der allgemeinen Formel findet 
sich, wenn 

1) & = 2a und h der Halbmesser des mittleren Durchschnitts ist, 

J= ^aV^jt] 

2) h = 2b und a der Halbmesser des mittleren Durchschnitts ist, 

J = ^a^bn;. 

Ersterer Körper entsteht durch Drehung einer Halbellipse um 
die grofse, letzterer durch Drehung einer Halbellipse um die 
kleine Achse. 
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Hinsichtlich der Interpretation beider Formeln vergleiche die- 
jenige für die Kugel (§ 128). Die Oberflächenberechnung kommt bei 
diesen beiden Körpern sowie beim folgenden in Wegfall, da dieselbe 
auf elementarem Wege nicht ausfahrbar ist. 

B. Der mittlere Durchsclinitt ist eine Ellipse. 

ß') Seite Halbkreis, sofort in Halbellipse übergehend mit 

variabeler Neben-Achse: 

Das Botationsellipsoid 

in anderer Auffassung. Beachtet man nämlich, was § 120 über die 
Rotation mit variabeler Achse gesagt wurde, und läfst nach dem dort 
aufgestellten Gesetz den Halbkreis bei seiner Drehung in Halbellipsen 
übergehen, deren nicht gemeinschaftliche Achse stetig abnimmt oder 
wächst und bei 90^ ein Minimum oder Maximum erreicht, alsdann 
bei 180^ wieder zum Halbkreise werden ujid bis zur vollen Umdrehung 
dieselben Verwandelungen wiederholen, so begrenzt derselbe ein 
Rotationsellipsoid, in dem eine frühere Nebenachse zur Hauptachse 
geworden ist. Es ist dann der mittlere Durchschnitt der vorherige 
elliptische Hauptschnitt = afejr, und somit der Inhalt, wenn 

Ä = 26 ist, e7=fa6^jr; 

h = 2a ist, J = ^a^h^ty 
wie vorher. 

y) Seiten Halbellipsen, deren gemeinschaftliche Halbachse 
c konstant, deren andere variable ihren Wert von a bis 6 

und umgekehrt stetig ändert: 

Das dreiaolLsige EUipsoid oder Sphäroid (im engeren Sinne). 

§ 132. Erklärung und Folgerungen: Das Sphäroid hat Fig. 66. 
drei Achsen verschiedener Gröfse, von denen jede auf der Ebene, 
die durch die beiden anderen gelegt wird, senkrecht steht. Eine 
von ihnen ist Drehungsachse, die beiden anderen sind Achsen des mitt- 
leren Durchschnitts. — Jeder Schnitt durch zwei Achsen heifst Haupt- 
schnitt und erzeugt stets eine Ellipse, jeder Schnitt durch eine 
'Achse wird Nebenschnitt genannt und ist in der Regel Ellipse, kann 
aber auch unter Umständen ein Kreis sein. Zieht man nämlich 
durch diejenige Achse (hier 26), deren Grofse zwischen den beiden 
andern liegt, alle Nebenschnitte, so giebt es unter diesen, deren eine 
Achse selbstverständlich =26, deren andere zwischen a und c stetig 
variabel ist, (wenn, wie vorausgesetzt wurde, 6 einen zwischen a und c 
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liegenden Wert hat,) immer zwei, deren Nebenaehse ebenfalls gleich 

2h ist, die also Kreise sind; d. h. jedes dreiachsige Ellipsoid hat 

zwei Kreisnebenschnitte. 

Fig. 65. § 133. Aufgaben: Den Inhalt des Sphäroids zu finden. 

Auflösung: Sind die Halbachsen der erzeugenden Halbellipse 

a und &, die des mittleren Durchschnitts a und c, scf wird in der 

allgemeinen Formel für A = 26, für f^ = acn einzusetzen sein; so er- 

giebt sich 

J = \ ahcjc. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn die Pole in der zweiten [oder 
J.-] Achse oder in der dritten [oder C-] Achse liegen; es ist immer 
ein Hauptschnitt der mittlere. 

Hinsichtlich der Interpretation der Formel vergleiche § 128. 

Zusätze: 1) Sind zwei Achsen einander gleich, so geht das 
Sphäroid in ein Rotationsellipsoid, bei der Gleichheit sämtlicher Achsen 
in die Kugel über. 

2) Der einhüllende Cylinder, das Sphäroid und der Kegel ver- 
halten sich bei gleicher Höhe, sobald die Grundfläche des Kegels 
gleich dem gröfsten Kugelkreise ist, wie 3:2:1 — , d. h. der Lehr- 
satz des Archimedes gilt für sämtliche Sphäroide. — 

II. Eine der Qrandflächen ist verschwindend klein (Scheitel). 

Das Eonoid. 

§ 134. ErkläruDg: Das Konoid hat zur Grundfläche einen 
Kreis oder eine Ellipse und ist im übrigen von einer krummen Fläche 
so begrenzt, dafs alle auf derselben gezogenen Seiten eine gemein- 
schaftliche Achse haben und in einem gemeinschaftlichen Scheitel 
endigen; die Achse steht im Mittelpunkte der Grundfläche auf der- 
selben senkrecht. 

A. C^rundflftche ist ein Kreis. 
Das Exeiskonoid. 

a) Seiten sind kongruente Kreisbogen: 
Das Ereiskonoid im engem Sinn oder der E.ugelabschnitt. 

Die Erklärung folgt unmittelbar aus der Ableitung; der Körper* 
entsteht durch Drehung eines Kreisbogens um den von einem End- 
punkt gezogenen Durchmesser. — 
Fig. 66. § 135. Aufgabe: Den Inhalt des Kugelabschnitts zu finden. 

Auflösung: Wenn die Achse als Höhe mit Ä, der Halbmesser 
des Grundkreises mit p, der Halbmesser der Seitenkar^te mit r 
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bezeichnet wird, so findet man den Halbmesser q^ des mittlem Durch- 
schnitts leicht auf folgende Weise. 

Nach einem bekannten Satze der Planimetrie ist 

also 

^2 = 2rh — h^ 

ebenso . 

oder 

2Q,^==2rh — ^h\ 

Durch Abzug ergiebt sich dann 

2p/ = (.* + iA^ 

und somit 

Wird dies in die allgemeine Formel eingesetzt, so kommt 

1) J^^hlt(3Q^ + h^) 

oder auch, wenn man für 

^2 = 2rh — ¥ 
einführt: 

2) J=iÄ2jr(3r-Ä), 

d. h. der Kugelabschnitt ist inhaltsgleich der Summe eines Cylinders von 
derselben Grundfläche und halber Höhe und einer Kugel, welche die 
Höhe zum Durchmesser hat *) ; oder gleich der Differenz eines Cylinders, 
dessen Höhe ==r und Grundradius =Ä ist, und einer Viertelkugel, 
deren Halbmesser der Höhe des Konoids gleich ist.**) 

Wird Ä = () = r genommen, so hat man die Halbkugel und für 
h == 2r, also q = 0, bekommt man die Vollkugel. 

§ 136. Aufgabe: Den Flächeninhalt fl^ der gekrümmten Seiten- Pig. 67. 
fläche des Konoids, für gewöhnlich Haube genannt, zu finden. 

Auflösung: Wird dem Kugelabschnitt noch ein Kegel von der- 
selben Grundfläche aufgesetzt, dessen Spitze sich im Centrum der 
Kugel befijidet, so bildet ein solcher Körper [gewöhnlich Kugelaus- 
schnitt genannt] den Inbegriff aller Pyramiden, deren Grundflächen 
zusammen die Haube ausfüllen und deren Spitzen sämtlich im 
Centrum liegen, d. h. J= ^r-S] andererseits ist aber der Inhalt des 



*) Man führe 2x für h ein. 
**) Eß ist eine sehr anziehende und zweckmäfsige Übung, diese Resultate 
durch Zeichnungen zu veranschaulichen (vgl. Figur). 
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Kegels gleich ^(r — h)j(Q^ = i (^' -^ *) (2^ — h)hn:^ und deshalb 
Abschnitt nebst Kegel 

== iÄÄ (3rÄ — h^ + (r—h) (2r-h)) = ^hf^7C. 

Daraus folgt nun weiter 

1) H=2hr% 
oder^ wenn man die Sehne $ einführt , 

2) fl^ = 5«Ä = (A^ + pOÄ- 

In Worten: Die Haube ist gleich dem Mantel eines Cylinders 
von gleicher Höhe und gröfstem Kugelkreise als Grundfläche, oder 
gleich einem Kreise, der zum Radius die Sehne des die Haube 
erzeugenden Bogens hat. Für h gleich r oder 2r erhält man die 
Oberfläche der halben be»w. ganzen Kugel. 

Sollte der Abschnitt gröfser als die Halbkugel sein, so mufs 
man den Kegel, dessen Inhalt dann ist: 

i(Ä — r)ÄÄ(2r-A), 

vom Inhalte des Abschnitts abziehen, um obigen Korper zu erhalten; 
das Resultat bleibt ganz dasselbe. — 

ß) Seiten sind kongruente Parabelbogen: 
Das parabolische Ereiskonoid. 

Das parabolische Kreiskonoid heifst für gewöhnlich schlechthin 
Paraboloid; seine Entstehung ist schon früher (§ 117) erwähnt. 
Fig. 68. § 137. Aufgabe: Den Inhalt des Paraboloids zu bestimmen. 

Auflösung: Behalten A, q und q^ die vorhergehende Bedeutung, 
so ergiebt sich aus dem Gesetz der Parabel: y^ = 2px 

Q^ = 2hp', Q^^^hp-, 29^2 = ^^ 
und deshalb 

d. h. das Paraboloid ist gleich der Hälfte des umhüllenden Cylinders 
oder gleich einem Cylinder von derselben Höhe und dem mittleren 
Durchschnitte als Grundfläche. 

Beispiel: h sei =2p. 

Zusatz: Das parabolische Kreiskonoid ist inhaltsgleich einer 
Glocke von derselben Grundfläche und Höhe, welche den Durch- 
messer der Grundfläche zur Schneide hat, oder auch gleich einem Para- 
cylinder von derselben Grundfläche und Höhe bei einer Drehung von 120^. 



Körper mit krummlinigen Seitenkanten und krummlinigen Grundflächen. 97 

y) Seiten sind kongruente Ellipsenbogen: 

Das elliptische Kreiskonoid 

oder der Abschnitt des parallel dem ELreishauptschnitte geschnittenen 
Rotationsellipsoides; er entsteht durch Rotation eines Ellipsenbogens, 
dessen einer Endpunkt gleichzeitig ein Endpunkt derjenigen Achse 
ist^ um welche die Rotation stattfindet. 

§138. Aufgaben: Den Inhalt des vorstehenden Körpers zu Fig. 69. 
berechnen. 

Auflösung: Aus dem Gesetz der Ellipse 

folgt 

und deshalb 

Durch Substitution des hieraus für (>i hervoi^ehenden Wertes in den 
Ausdruck des mittleren Durchschnitts ergiebt sich der Inhalt des 
Körpers als: 



^1 



= i(^)\(3a-A). 



Es ist dabei vorausgesetzt^ dafs h in der grofsen Achse liegt ^ also 
gelten diese Formeln für den Abschnitt des durch Rotation um die 
grofse Achse entstandenen Rotationskonoides; durch Vertauschung der 
Achsen erhält man den Inhalt des durch entsprechende Rotation um 
die kleine Achse entstehenden Körpers als: 



J. 



^(^)\(ßh-h). 



Die Interpretation dieser Formeln ist ganz gleichlautend mit der- 
jenigen für den Kugelabschnitt^ nur hat man anstatt Kugel hier 
Rotationsellipsoid zu setzen; denn für h = 2x wird 

Für spezielle Werte von h verwandelt sich das Konoid in ein halbes 
oder ganzes EUipsoid. — 

Heiuze-Lucke , Stereometrie. 7 
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d) Seiten sind kongruente Hyperbelbogen: 
Das hyperbolisohe Kreiskonoid 
für gewöhnlich Hyperboloid genannt; es entsteht durch Rotation eines 
Tafel 6 ^^™ Schcitcl ausgehenden Hyperbelbogens um die Hauptachse. 
Fig. 70. § 139. Aufgabe: Den Inhalt des Hyperboloides zu finden. 

Auflösung: Man bestimme den Halbmesser q^ des mittleren 
Durchschnitts aus der Scheitel gleichung der Hyperbel 

ähnlich wie vorher findet man 

9« = ^ (2ah + AO; 9i' = "J- («* + W); 



dadurch ergiebt sich der Inhalt des Körpers als: 



J 



Diese Formeln unterscheiden sich von denen in § 138 für den 
Inhalt des elliptischen Kreiskonoids gefundenen nur durch das Vor- 
zeichen des letzten Bestandteils^ sind demnach jenen entsprechend in 
Worte zu übertragen. 

Spezielle Werte für h geben auch spezielle Konoide, wenn z. B. 

h^=a, so wird q^ = 3b^ und e7==4a6^Ä, 
h==2a, „ „ Q^ = 8b^ „ J = -r- ah^TC etc. 

Das Konoid ist im ersten Falle inhaltsgleich einem Rotationsellipsoide 
von gleichen Achsen und entsprechender Rotationsachse, im zweiten 
gleich dem Fünffachen desselben Körpers. 

B. Grundfläche ist eine Ellipse. 
Das Ellipsenkonoid. 

a) Seite Kreisbogen in Ellipse übergehend mit variabeler 

Neben-Achse: 

Das Ellipsenkonoid im engem Sinne 

ist der Abschnitt des Rotationsellipsoids , welcher entsteht durch einen 
zu dem elliptischen Hauptschnitt parallelen ebenen Schnitt. 
Fig. 71. § 140. Aufgabe: Den Inhalt dieses Konoides zu berechnen. 
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Auflösung: Dreht sich die Halbellipse KTO um ihre grofse 
Achse KOy so beschreibt sie ein Rotationsellipsoid, dessen elliptischer 
Hauptschnitt die Ellipse KTOE, dessen Kreishauptschnitt der Kreis 
ESTQ vom Halbmesser h ist. Auf diesem Ellipsoid macht der 
Kreisbogen ST die Drehung mit variabeler Nebenachse (vgl. § 120) 
und erzeugt so den Ellipsoidenabschnitt S WQ VT. Sind nun m und 
n die Achsen der Grundfläche dieses Abschnittes, m^ und n^ die 
seines mittleren Durchschnittes, so wird m^ aus der Gleichung der 
Ellipse, n^ aus der des Kreises zu berechnen sein, für welche beiden 
Kurven der Punkt T den gemeinschaftlichen Scheitel bildet, nämlich 
aus den Gleichungen: 

Man findet aus denselben 






f- 


-2bx- 


-x\ 


n^ « 


-2bh- 


-¥; 


< 


= bh- 


-iÄ«; 



mithin 



mn = y (2bh — h^), 

m^n^ = y ( hh — \h^) 

und daraus 

2m^n^ = mn + 1 y A^ 

oder 

/i = 2mn + y Äl 

Wird dieser Wert in die allgemeine Formel eingeführt, so resultiert 
für den elliptischen Abschnitt des durch Rotation um die grofse Achse 
entstandenen Rotationsellipsoides : 



^1 



li-^(36-Ä) 



h 
und durch Vertauschung der Achsen für den elliptischen 

Abschnitt des durch Rotation um die kleine Achse entstandenen: 



J2 



= \h%\^mn -| hn. 



= i^(3«-Ä). 



Für bestimmte Werte von h erhält man auch hier wie vorher 
das halbe oder ganze Rotationsellipsoid. 



7 
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ß) Seiten sind Parabelbogen mit variabelem Parameter: 

Das paraboliflohe Ellipsenkonoid, 

für gewöhnlich elliptisches Paraboloid genannt, entsteht, wenn sich 
ein vom Scheitel ausgedehnter Parabelbogen derart um seine Achse 
dreht, dafs sein Endpunkt eine Ellipse beschreibt; der Parameter 
variiert dabei, wie in § 120 erördert wurde. 
Fig 72 § ^^^' Aufgabe: Den Inhalt des Körpers zu bestimmen. 

Auflösung: Sei der Parameter des Parabelbogens bei Beginn 
der Drehung gleich 2p und nach einer Drehung von 90^ gleich 2pi, 
die Halbachsen der Grundfläche m und n, die des mittleren Durch- 
schnittes % und 99^, so dienen folgende Gleichungen zur Berechnung 
des letzteren: 

m^ = 2ph] v? = 2p^\ m^r? = 4ippji^^\ 

m^ = ph\ Wi^= |)iÄ; m^n^ = pp^ ^ 

mithin ^ , m*w* 

mn 

Durch Einführung dieses Wertes von m^n^ in die allgemeine Inhalts- 
formel erhält man schliefslich als Lösung der gestellten Aufgabe: 

Hinsichtlich der Interpretation dieser Formel vergleiche § 137. 

Wird h = 2py also auch w = 2j), so nimmt das Konoid den 
speziellen Wert 

« 

J = 2p^n7C = 4 • jo* — • n 

an, d. h. sein Inhalt ist gleich dem dreifachen Inhalte eines Rotations- 
ellipsoides, dessen eine Achse (die Drehungsachse) = w, dessen andere 
= 2p ist. 

y) Seiten sind Ellipsenbogen mit variabeler Neben-Achse: 

Das elliptisolie Ellipsenkonoid 

oder der durch einen Parallelschnitt zu einem Hauptschnitte entstan- 
dene Abschnitt des Sphäroides. Der Körper entsteht durch Drehung 
eines EUipsenbogens, welcher variiert, aber weder beim Maximum 
noch beim Minimum der Nebenachse zum Kreisbogen wird. 
Fig. 73. § 142. Aufgabe: Das elliptische Ellipsenkonoid zu berechnen. 

Auflösung: Wenn die Halbachse a des erzeugenden EUipsen- 
bogens ST bei einer Drehung von 90® den Wert 6 annimmt, wobei 
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vorausgesetzt wird^ dafs h nicht gleich ist der konstanten Halbachse 
€, und die Grofseu h, m, w, m^ und n^ eine der bisherigen ent- 
sprechende Bedeutung haben ^ so können diese letzteren Grofsen sofort 
aus den Gleichungen für die EUipsenbogen ST und UT entwickelt 
werden. 

Die Gleichung für ST ist 



a' 



für UT 






aus ihnen folgt 



ab 



mn = -^ (2ch — A^); 



V=^(. cÄ-p2). 



n. 



m^n^ 






und deshalb 



2m^ni = mn -^ ~ ah (— j . 

Daraus ergiebt sich schliefslich für den Inhalt 

1) wenn h in der (7-Achse liegt^ 

i(y)'«6Ä(3c~Ä). 

2) wenn h in der ^-Achse liegt, 

\hji[Zmn + hc (-) j, 

i(^)%c«C3a-Ä). 

3) wenn h in der B- Achse liegt, 



«^3 = 



i(|-)%c«(36-Ä). 



Nimmt Ä den Wert der halben oder ganzen Achse an, in welcher 
es sich befindet, so geben sämtliche drei Formeln natürlich den Inhalt 
des halben bezw. ganzen Sphäroides an. — 



1 
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ö) Seiten sind Hyperbelbogen mit variabeler Neben-Achse: 

Das hyperbolische Ellipsenkonoid. 

Dieser Körper wird sonst elliptisches Hyperboloid genannt und 
entstellt durch Drehung eines Hyperbelbogens, dessen zugehörige zweite 
Achse variabel ist und dessen Endpunkt eine Ellipse beschreibt. 
Fig. 74. § 143. Aufgabe: Den Inhalt des elliptischen Hyperboloides 

zu bestimmen. 

Auflösung: Wenn a und b die Halbachsen des Bogens iST bei 
Beginn der Drehung, a und b^ die des Bogens UT nach einer Drehung 
des Bogens ST um 90^ sind, die übrigen Bezeichnungen aber den 
früheren entsprechend bleiben, so ergiebt sich aus den Gleichungen 

des Bogens ST 

/ = -» (2a^ + a^)5 
m' = ^, (2ah + ¥)', 



< = -^(«Ä + iÄ)»; 



des 


Bogens UT 


y* = 




{2ax + a^)] 


V? = 




(2ah + hy, 


mn — 


bb. 


- (2ah + A2); 


«/- 




(aÄ + iÄO; 


ntj^fii — 


66, 


(aÄ + iA^), 



und deshalb 

2miWi = mn — ^66, (— j • 

Nun verhält sich aber 

m^ :n^ = b^: b^ , 
sodals 

2m,n, = mn^\— (— j 

und 

/i = 2mn ( — 1 wird. 

Der Wert des mittleren Durchschnittes ist dadurch berechnet 
und der Inhalt des Konoids ergiebt sich durch Einsetzen dieses Wertes 
in die allgemeine Formel als: 
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In Worten: Das elliptische Hyperboloid ist gleich dem Unter- 
schiede zwischen der Hälfte des umgeschriebenen Cylinders und einem 

Rotationsellipsoide, dessen Drehungsachse = und dessen andere 

Achse = - — ist. 
a 

Nimmt die Höhe den speziellen Wert der grofsen Halbachse a an, 

so wird m^ = 36^ und daher 

Dieses spezielle Konoid ist inhaltsgleich einem Sphäroid mit den drei 
Achsen -r— , 2m und 2w. 

Bemerkung: Körper, die durch Drehung einer Kurve um die 
Tangente ihres Scheitels entstehen, und die man Konoide mit ein- 
gezogenen Seitenkanten nennen kann, gehören nach den im § 121 ge- 
machten Einschränkungen unserem Centralkörper nicht an; denn die 
Tangente ist vor allem keine Achse der Kurve, vgl. § 223. 

In inniger Verbindung mit den Konoiden stehen dagegen die 
sphäroidischen Ausschnitte, welche, obwohl sie zu den zusammen- 
gesetzten Körpern gehören, schon hier ihren Platz finden sollen. 

Die sphäroidischen Ausschnitte. 

§ 144. Erklärung: Unter einem sphäroidischen Ausschnitte ver- 
steht man die algebraische Summe eines sphäroidischen Konoids und 
eines geraden Kegels von gleicher Grundfläche, dessen Spitze im Mittel- 
punkte des dem Konoide zugehörigen Sphäroides liegt, wenn beide 
Körper mit den Grundflächen zusammengesetzt werden; es soll des- 
halb dieser Kegel Ergänzungskegel genannt werden. 

§ 145. Aufgabe: Den Inhalt der sphäroidischen Ausschnitte 
zu bestimmen. 

Die Auflösung erfordert neben der Berechnung des Konoiden- 
inhaltes diejenige des Ergänzungskegels, welcher, je nachdem das 
Konoid kleiner oder gröfser als das halbe Sphäroid ist, dem Konoiden- 
inhalt zugesetzt oder von demselben abgezogen werden mufs; es soll 
hier nur der erstere Fall berücksichtigt werden. 

1. Der Kugelausschnitt. pig. e?. 

Der Ergänzungskegel ist gleich 

folglich 

j = ^hir% oder = -^ — '-^ 
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2. Der Ellipsoidenausschnitt 
a) des Rotationsellipsoides um die grofse Achse. 
a) Grundfläche des Konoids senkrecht auf der ^-Achse. 
ErgäDzungskegel gleich 



Fig. 74 a. 



und 



\'(a — Ä) (»^ Ä = -J^ A — ä" (a — Ä) (2a — Ä) Ä 



J^ihb'« oder =^^Sr- 



und 



ß) Grundfläche des Konoids senkrecht auf der J?-Achse. 
Ergänzungskegel gleich 

i(6-Ä)9-y 9« = i 1 (6-- %«« = iÄ-J (b-h)(2b-h)it 



J = ^habüt oder = 



3(2b — h) 



b) des Rotationsellipsoides um die kleine Achse. 
a) Grundfläche des Konoids senkrecht auf der JB-Achse. 
Ergänzungskegel gleich 



a' 



\(b — h)Q^n: = ih^(h — h){2b-h)7C 



und 



J = ^ha^TC oder = 



2b^Q^7C 

3(26 — Ä) 



ß) Grundfläche des Konoids senkrecht auf der J.-Achse. 
Ergänzungskegel gleich 

^{a — h)Q — p3r = i — (a — Ä) q^tc = ^h - (a — h) {2a — h)% 



und 



J ssz ^habjc oder 



•2o*mw« 
3(2a — Ä) 



3. Der Sphäroidenausschnitt. 
Je nachdem die Grundfläche des Konoids senkrecht steht auf 



a) der (7- Achse, 
ist J=^abhjt 



oder = 



2c*mn« 
3(2c — Ä) 



/5) der J.- Achse, 
ist J == ^bchjt 



oder == 



2a^mnn 
3(2a — h) 



y) der JB- Achse, 
ist J "= ^ acJiJC 

oder = 



2h*mnn 



3(26 — Ä) 
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III. Beide Grundfläclien sind ähnliclL 

Die Scheibe. 

A. Orandflftchen sind Kreise. 
Die KreisBCheibe. 

a) Seiten sind kongruente Kreisbögen: 

Die £agel80heibe. 

Erklärung: Die Kugelscheibe ist sclion in § 116 erklärt; sie 
entsteht durch Rotation eines Kreisbogens und seiner beiden End- 
ordinaten um die zugehörige Abscissenachse. 

§ 146. Aufgabe: Den Inhalt der Kugelscheibe zu berechnen. 

Auflösung: Bezeichnen q und q^ die Radien der Grund- Fig. 75. 
flächen^ q^ den Radius des mittleren Durchschnittes^ h die Höhe der 
Scheibe und z den Abstand der kleineren Grundfläche vom Scheitel, 
so erhält man folgende Gleichungen auf Grund des schon beim 
Kugelabschnitt benutzten Satzes 

Q' = 2r{z + h)-{z + }it', 9,'-2r{z + ^h)^{z + \hf', 

Q^^ === 2rz — z^\ 
zieht man nun die zweite Gleichung von der ersten und die dritte 
von der zweiten ab, so kommt 

und durch Abzug der vorletzten von der letzten 

2Q,'==Q' + (f,' + V^'. 
Nachdem so der Halbmesser des mittleren Durchschnitts bestimmt ist, 
unterliegt die Berechnung des Inhalts keiner weiteren Schwierigkeit; 
man findet sofort: 

1) J- = i Ä« (3 (p* + 9iO + Ä*) ; • 

setzt man 2x für h ein, so gewinnt der Inhalt folgende Gestalt: 

und die Interpretation der Formel lautet folgendermafsen*. 

Die Kugelscheibe ist inhaltsgleich der Summe zweier Cjlinder, 
deren jeder je eine Grundfläche der Kugelscheibe zur Grundfläche 
und die halbe Höhe derselben zur Höhe hat, und einer Kugel, deren 
Durchmesser gleich der Höhe der Kugelscheibe ist. 

Substituiert man ferner für q und q^ ihre Werte aus obigen 
Gleichungen, so erhält man 

2) J= \h7C (3(r — ^) Qi + z) + ^rz— h"). 
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Diskussion der Formel: 
wenn ^ = 0, so ist J = ^h^7c(ßr — h), 

d. h, im ersten Falle wird die Scheibe zum Kugelabschnitt, im andern 
hat sie zur oberen Grundfläche den gröfsten Kugelkreis, ist also ein 
Halbcy lindroid *). 
Fig. 76. • § 147. Aufgabe: Die Mantelfläche der Scheibe, welche den 
Namen Zone führt, zu bestimmen. 

Auflösung: Die Zonje besteht aus der Differenz zweier Hauben, 
deren Höhen h^ und js sein mögen, 

1) ^ Z=2r^h, 

d, h. die Kugelzone ist gleich dem Mantel eines Cylinders von der- 
selben Höhe und dem gröfsten Kugelkreis als Grundfläche; 

Sind jedoch anstatt r die Halbmesser der Grundflächen gegeben, 
so mufs r durch obige Gleichungen für q und q^ eliminiert werden, 
und es ergiebt sich dann als Flächeninhalt 



2) Z = Ä ]/4 qV? + (9^ - Q,^ — ¥y . 

ß) Seiten sind kongruente Parabelbogen: 

Die parabolisohe Kreisscheibe 

Fig. 77. oder das parallel der Grundfläche gekürzte Paraboloid. Die Erklärung 
durch Rotation ist ganz analog der des vorhergehenden Körpers. 

§ 148. Aufgabe: Den Inhalt der parabolischen Kreisscheibe 
zu berechnen^ 

Auflösung: Die Benennungen der gegebenen Gröfsen bleiben 
die vorigen, auch wird die Elimination zur Bestimmung des mittleren 
Durchschnitts in derselben Weise ausgeführt, es genügt also die 
Gleichungen aufzustellen und deren Resultat anzugeben: 

9^ — Pü* = hpi p/ — pi^ = hp; 

Daraus folgt endlich die Bestimmung des Inhalts: 

1) J=:^h7c{Q^-\- 9i^) = h7tQ^\ 



*) vgl. § 157. 
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Die parabolische Kreisscheibe ist gleich einem Cylinder von derselben 
Höhe und dem mittleren Durchschnitte als Grundfläche. Durch Ein- 
führung der Werte von q und q^ findet man eine zweite Form 

2) J=hpjt{h + 20), 

welche für = das parabolische Konoid und für z = ^h eine 
Scheibe anzeigt (J =2hQ^%)^ deren Inhalt gleich ist dem doppelten 
eines Cylinders von gleicher Höhe und gleicher oberer Grundfläche. 

y) Seiten sind kongruente EUipsenbogen: rig. 78. 

Die elliptische Ereissoheibe. 

Die Erklärung ist in § 117 enthalten. 

§ 149. Aufgabe: Den Inhalt der elliptischen Kreisscheibe zu 
finden. 

Auflösung: Das Verfahren bleibt dasselbe wie bei der Kugel- 
scheibe; mithin 

9' = ^ {2a{z + A) - {z + h)% Q,' =.^;- (2a(^H-iÄ)-(4r+P)^); 

9' - 9/ = |J- ((«-^)Ä -ih') ; 92' - 9i' = -S- ((«-^)* - i*') 5 

Nach Substitution dieses Wertes in die allgemeine Formel findet sich 

1) j-v^«(H9'+9i')+(^)y 

und wenn man in der Formel 2x für h substituiert, 

d. h. die elliptische Kreisscheibe ist inhaltsgleich der Summe aus zwei 
Cylindern, deren jeder je eine Grundfläche der Scheibe zur Grund- 
fläche und die halbe Höhe derselben zur Höhe hat, und einem Rotations- 
ellipsoide, welches die Höhe der Scheibe zur Drehungsachse hat, 
während die Hälfte der anderen Achse die vierte Proportionale zu den 

Halbachsen der erzeugenden Kurve a, b und der halben Höhe ^ is*« — 

Setzt man ferner in Formel 1) für q und q^ deren entsprechende 
Werte ein, so erhält man analog der Kugelscheibe 

2) J= \h% -^ (3(a— ^) Qi+z) + ^az - A^), • 
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und die Diskussion giebt ganz dieselben Resultate, man hat nur jedem 

derselben den Paktor — j- vorzusetzen und für r die grofse Halbachse 

a einzuführen. — 

Zusatz: Der Inhalt der Scheibe des durch Drehung um die kleine 
Achse entstandenen Rotationsellipsoides wird aus der vorhergehenden 
Formel durch Vertauschung der Achsen gefunden; es ist demnach 

2) J=^^ (Z{h-z)Qi-\-z) + Uz- ¥) . 

d) Seiten sind kongruente Hyperbelbogen: 
Die hyperbolische Kreisscheibe oder der Hyperboloidenstutz. 

Die Erklärung der Entstehung dieses Körpers durch Drehung 
ist analog derjenigen der Kugelscheibe; und zwar findet die Rotation 
um die Hauptachse statt. 

§ 150. Aufgabe: Den Inhalt des vorstehenden Körpers zu 
berechnen. 
Fig. 79. Auflösung: Nach dem Gesetz der Kurve nehmen die gegebenen 

und der gesuchte Halbmesser p, q^ und q^ folgende Werte an: 

Dadurch wird der mittlere Durchschnitt bekannt und somit der 
Inhalt des Körpers gefunden als: 

1) «^=i/»«(3(^^ + 9i*)-(^)') 

oder für 

h=2x 
gesetzt: 

J = XQ^Tt + KQi^Jt — \-^j % 

d. h. der Hyperboloidenstutz entspricht der Summe zweier Cylinder 
vermindert um ein Rotationsellipsoid, von. derselben Beschaffenheit 
• wie die in § 149 erwähnten Körper. 



2 
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Substituiert man für q uud q^ ihre Werte aus den betreffenden 
Gleichungen, so folgt weiter: 

2) j- = i^ . ^; (3(a+^) (h+ß) + 3ag + h') 

und 

für ;^ = J=(A^)'-J(3a + /i), 

erstere Seheibe wird zum Konoid, letztere ist gleich dem Vierfachen 
eines Rotationsellipsoids von denselben Achsen (auch gleicher Drehungs- 
achse). 

Anmerkung: Wird die Scheibe durch Rotation um die Neben- 
achse erzeugt (cf. § 118, 5), so weicht die Inhaltsformel von der 

vorstehenden nur in der Weise ab, dafs ^ statt — auftritt.*) 

B. OnmdflSchen sind Ellipsen. 
Die EUipsenseheibe. 

a) Seite Kreisbogen in Ellipse übergehend mit variabeler 

Neben-Achse: 

Die Ellipsoidenscheibe, 

deren Grundflächen parallel sind dem elliptischen Hauptschnitte des 
Rotationsellipsoides. 

§151. Aufgabe: Den Inhalt der EUipsoidenscheibe zu ermitteln. Fig. so. 

Auflösung: Die Halbachsen der beiden Grundflächen sollen 
m und n, m^ und n^, die des gesuchten mittleren Durchschnitts 
m^ und ^2 sein; aufserdem stelle in der FigauKTO den elliptischen 
Hauptschnitt, EST ein Vierteil des Kreishauptschnittes und T deren 
gemeinschaftlichen Scheitel vor. Dann ist 



a« 



< = iF (26^-^0; 



b 



und daraus ergiebt sich: 



*) vgl. die Formeln der beiden elliptischen Ereisscheiben im vorhergehen- 
den Paragraphen. 
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und durch Subtraktion (wie früher) 

mn — m2n2=. ((6 — 0)h — |ä^); Wgng— -miWi= . {(b — j8f)Ä — {^ä*); 

2m2M2 = mn + m^n^ + ^ • ~; 

2^-2^2^ ist aber =2fi, 
und deshalb 

1) J = ^ ÄÄ (3 (wn + m^ wj + y '^ / 
und, wenn man 2x für A einsetzt, 

d. h. die EUipsoidenscheibe ist gleich der Summe zweier Cylinder, 
deren jeder je eine Grundfläche des Körpers zur Grundfläche und die 
halbe Höhe desselben zur Höhe hat, und eines Rotationsellipsoides, 
dessen Drehungsachse die vierte Proportionale (vorausgesetzt dafs die 
Proportion mit der kleineren Halbachse beginnt) zwischen der Höhe 
und den Halbachsen des EUipsenhauptschnittes, dessen andere Achse 
gleich der Höhe des Körpers ist 

Werden für mn und m^n^ ihre Werte aus den betrefifenden 
Gleichungen substituiert, so findet man 

2) j = ]^.^ (5(b-z) ih+^) + Uz - h"). 

Diskussion dieser Formel: 

wenn ;2f = 0; so mufs J = -^^— (36 — A), 

d. *h. im ersten Falle wird die Scheibe zum zugehörigen Konoid, im 
zweiten zum Halbcylindroid. — 

Um den Inhalt der entsprechenden Scheibe des durch Rotation 
um die kleine Achse enstandenen Rotationsellipsoides zu gewinnen, 
hat man in der letzten Formel nur die Achsen zu vertauschen; man 
findet so: 

1) ■ «7= ^Äjr(3(mw + ^i^i) H }r\, 

2) J= ^ (3{a-0) (li+z) + 3a^ - h') . 



i 
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ß) Seiten sind Parabelbogen mit variabelem Parameter: 

Die parabolisohe Ellipsensoheibe. 

§ 152. Aufgabe: Den Inhalt vorstehender Scheibe zu berechnen. Fig. 8i. 
Auflösung: Wenn die Benennungen die früheren bleiben, und 
das Minimum des Parameters mit 2pi bezeichnet wird, so ist 

m^ = 2p (^ + Ä)5 m./ = 2p (^ + 1^); ^i^ = ^P^y 

also 
ww=2(jg?-f Ä)]/ppi ; m^n^ = 2{0 + ^h)yppi ; m^fii = 20yppi] 

2m^n^ = mn + ^iW^. 
Dadurch ist der mittlere Durchschnitt bestimmt und so findet man 
für den Inhalt 

1) J = \h% (mn + m^fii) = ^^2^2^. 

Setzt man alsdann für mn seinen Wert aus der betreffenden Gleichung 

ein und eliminiert YpPi = L ^ , so folgt 

2) J==Äm,nijr(l + — ) 
und speziell für z = ^h: 

J = 2hm^n^7C 
in Worten: Die parabolische Ellipsenscheibe ist inhaltsgleich einem 
Cy linder, welcher dieselbe Höhe wie die Scheibe und den mittleren 
Durchschnitt derselben zur Grundfläche hat; im speziellen F^He gleich 
dem Doppelten eines Cylinders, welcher dieselbe Höhe wie die Scheibe 
und deren obere Grundfläche zur Grundfläche hat. 

y) Seiten sind Ellipsenbogen mit variabeler Neben-Achse: 

Die elliptische Ellipsensoheibe oder die Scheibe des Sphäroides, 

deren Grundflächen parallel einem Hauptschnitte sind. 

§ 153. Aufgabe: Den Inhalt dieser Ellipsenscheibe zu finden. Fig. so. 

Auflösung: Bezeichnung der gegebenen und gesuchten Gröfsen 
bleibt dieselbe wie bei B, «) mit dem Unterschiede, dafs der Quadrant 
EST nicht einem Kreise, sondern einem EUipsenhauptschnitte an- 
gehört, dessen Halbachsen c und h sind. Hieraus folgt: 



W? 



mg 



V = c^ (2c^ — z'y, 
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V? 



n^ 






n^ = -^,- (2c^ - ^2)5 






m^ 






w«ini =^(2c0 — i^2). 






2/^2^2 = mw + m^n^-\' \dh (— j ; 

2m2W23r ist aber = 2f^y 
folglich wird der Inhalt: 

und 23C für Ä eingesetzt, 

d. h. die Scheibe ist inhaltsgleich der Summe zweier Cylinder, deren 
jeder eine Grundfläche der Scheibe zur Grundfläche und die halbe 
Höhe derselben zur Höhe hat, und eines Sphäroides, dessen eine 
Achse die Höhe, dessen beide anderen die vierten Proportionalen der 
Höhe zu je zwei Halbachsen des Körpers sind; das erste Glied in der 
Proportion bildet stets diejenige Halbachse, in welcher die Höhe liegt. 
Werden statt mn und m^n^ ihre Werte aus den betreflfenden 
Gleichungen eingeführt, so folgt 

2) «'■ = -^^1^ (3 (c - ;.) (Ä + «) + 3c;? - Ä*) ; 

die Diskussion dieser Formel giebt dieselben Resultate wie diejenige 
der Formel in B, a). 

Durch Vertauschung der Achsen erhält man den Inhalt der an- 
deren Scheiben. Liegt nämlich 
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Ä) in der -4- Achse: 
1) e/= ^ÄÄ|3(mn + WiWi) + ^^(~) ) 

h) in der JS- Achse: 

1) e7 = ^ Ä3C 1 3 (ww + WiWi) + ac /-r-) ) 

2) J = ^^ (3 (6 - ^) (Ä + ;^) + 36;^ - Ä«). 

d*) Seiten sind Hyperbelbogen mit variabeler Nebenachse: 

Die hyperbolische EllipBenscheibe. 

§ 154. Aufgabe: Den Inhalt der hyperbolischen Ellipsen- Fig. 82 
Scheibe zu bestimmen. 

Auflösung: Die Benennungen der gegebenen und gesuchten 
Grofsen seien den früheren entsprechend, das Minimum der variablen 
Achse sei 2bi] alsdann folgt aus dem Gesetz der Hyperbel: 



m^ 



= ^(2a(z + h) + (,z + hy); < = ^ (2a(« + p)+(;. + iÄ)*) ; 



»»i* = -^(2o^ + Ä*), 



«1* = ¥ (2a0 + A 



a 
und deshalb: 



WgWg — Wini = — 2* ((a + ^) Ä + i'^^); 2m^n^ = mn']rvn^n^—-^¥ 

und; da 

w : « = fe : 6,, also 6, == -, 

Heinze-Lncke, Stereometrie. S 



Fig. 83. ^ 
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so ist o I ** /bh\^ 

mithin der Inhalt: 
1) J = ihTt (S {mn + m,n,) — -^ (-^)'^ 

und, wenn 2x = Ä, so 

d. h. der Körper ist inhaltsgleich der Summe zweier Cylinder weniger 

ein Rotationsellipsoid, dessen Drehungsachse = , dessen andere 

hb . , 
— ist. 
a 

Durch Einsetzung der Werte für mn und m^Wi gewinnt man 

die zweite Form: 

welche speziell für ^ef = zu J = — / — \ v (3« + ä), 

V ^ = a = Azu J = y-^-Ä 

wird, also im ersten Falle das zugehörige Konoid giebt, im andern 
Falle dem Vierfachen eines Sphäroides gleichkommt, dessen Achsen 

2a, 26 und sind. 

Anmerkung: Auch hier tritt ^ an die Stelle von — , wenn 

als Drehungsachse die Nebenachse (§ 118, 5) gewählt wird. 

§ 155. Zusatz: Zieht man von den Scheiben Kegelstutze mit 
kongruenten Grundflächen und gleichen Höhen ab, so bleiben zu- 
sammenhängende Abschnitte übrig, welche die umfange der Grund- 
flächen als Schneiden haben. Sie mögen Scheibenabschnitte genannt 
werden. Ihr Inhalt wird einfach durch Subtraktion gefunden. 

1) Scheibenabschnitte mit Kreisen als Schneiden 

a) der Kugelscheibe: 

J= ^Ä;r(392 + 3q,^ + ä« ~ 2q^ — 2q,\— 2qq,) 

= if^^(9'-2QQ, + 9,' + h') 
wo s die Sehne des erzeugenden Bogens bedeutet. 
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ß) der parabol. Kreisscheibe: J= ^Ä3r(p — p^)^, 
y) der elliptischen „ J= \hn Uq — q^^ + ( — j ) oder 

d) der hyperbol. „ J = \h7t Uq — q^^ — ( — j | resp. 

2) Scheibenabschnitte mit Ellipsen als Schneiden 
a) der Ellipsenscheibe: «7= \h%\(jn — mi)(n ~ nj H — v— ) 

= ^ÄÄ ((m — mi) (w — wj + ^) 
/3) der parab. Ellipsenscheibe: J = \'k'jt {m — mj (w — nj 
y) de» ellipt. Ellipsenscheibe: J = ^äjt Um — mj (w — wj + afe /— j J 

= ^h7C Um — mi) (n — nj + 6c (-) j 

(Xk ^v 

d) der hyperb. Ellipsenscheibe: J = ^hjc ((m — m^) (n — nj ( — ) | 

resp. = iÄÄ {^{^hf — {m—m^Xn-nj] 

Die vorstehenden Formeln in Worten wiederzugeben, mag der 
Übung jedes einzelneu Lesers überlassen bleiben. 

§ 156. Zusatz: Nimmt man von einer Scheibe den Parakegel- 
stutz mit denselben Grundflächen und derselben Höhe hinweg, so er- 
hält man kragenformige Scheibenabschnitte, deren Inhaltsformel eine 
einfache Gestalt annimmt, sobald qp = 180® (Drehungsmaximum) wird. 

Kragenformige Abschnitte mit Kreisen als Schneiden 
a) der Kugelscheibe: J= \h^ Uq + Pi)^ + ä*) Fig. ssa. 

wenn d die Diagonale des Achsenschnittes der Scheibe bedeutet. 



*) Zu beachten ist, dafs beim einschaligen Hyperboloid der Eegelstutz 
gröfser ist als die Scheibe. 

8* 
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ß) der parabol. Kreisscheibe: J= ^hic (q + q^Y^ 

y) der ellipt. Kreisscheibe: = ^h^tUg + q^Y + ( — ) ) resp. 

d) der hyperbol. Kreisscheibe: «7= ^JitcUq + g^y — ( — ) j resp. 

Die Formeln für die kragenformigen Abschnitte mit Ellipsen als 
Schneiden fallen analog aus. 

IV. Grundflächen sind kongruent. 

Das Oylindroid 

oder die Scheibe mit kongruenten Grundflächen bildet einen speziellen 
Fall der vorhergehenden Körpergruppe, und wird teils wegen •seiner 
eigentümlichen Form, teils wegen seiner praktischen Wichtigkeit als 
„Tonne^^ besonders behandelt. 

A. Grundflächen sind Kreise. 

Das Elreiscylindroid. 

a) Seiten sind kongruente Kreisbogen: 

Die Tonne mit kreisrörmig gekrümmten Seitenkanten (Dauben). 

Tafel 7. ^ 

Fig. 84. g 157 Aufgabe: Den Inhalt dieser Tonne zu berechnen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt ergiebt sich von selbst 
als gröfster Kugelkreis. Der Inhalt ist demnach: 

1) J=^hjc(2r' + Q^) 

oder, da ^^ = ^ + ^^ ist, 

2) J=^J^7C(ßQ^-\'^h^) 

3) J=^hjc{5r^-lh^) 

4) J = -Itt (2r2 + ^2) j/y2Tr^2 

d. h.: Nach Nr. 1 ist die Tonne inhaltsgleich 3 Kegeln, nach Nr. 2 
gleich dem eingeschlossenen Cylinder und einer Kugel vom Durch- 
messer Ä, nach Nr. 3 gleich dem umhüllenden Cylinder vermindert 
um eine Halbkugel vom Durchmesser h. — Zur Übung zu zeichnen. 
Hinsichtlich der Mantelfläche wird auf § 147 verwiesen. — 
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ß) Seiten sind kongruente Ellipsenbogen: 

Das elliptische Kreiscylindroid oder die Tonne mit elliptisch 

gekrümmten Dauben. 

§ 158. Aufgabe: Den Inhalt des elliptischen Kreiscylindroides Fig. 85. 
zu finden. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt ist zugleich Kreishaupt, 
schnitt des zugehörigen Rotationsellipsoides und der Inhalt demnach 
wenn 

h in der grofsen Achse h in der kleinen Achse 

als Drehungsachse liegt: 



1) J=p7r(2&2 + p2) 

h 



-7- + PV. 



oder, da a^ =-^ + r^ = 
mithin 6^ = (>^ + i( — ) ist, 

2) J-=P;r(3p^ + i(^)'), 

3) J = P«(36^-i(^)'), 



1) J=^h7i{2a^ + Q^), 



3) J-=iÄ«(3a^-i(^)'), 



25« 



Hinsichtlich der Interpretation dieser Formeln vergleiche § 157, nur 
ist an Stelle von Kugel Rotationsellipsoid zu setzen. 

§ 159. Zusatz: Zur Berechnung des Gehaltes der Tonnen be- 
nutzt man gewöhnlich Nr. 1 des § 157 und 158, und es heilst dann 
r, b odera der Halbmesser des Spundkreises, q der des Bodenkreises; 
doch wendet man lieber deren Durchmesser an, und nennt dann den 
erstem die Spundtiefe (=S), letztern die Bodentiefe (== JB); es wird 
demnach der Inhalt der Tonne sein 

und wenn h, S und B in Metern ausgedrückt sind, ist annähernd 

1000 



12 



JiTt (2Ä^ + B') Liter 



= 261,8 Ä (2S^ + B'') Liter. 

y) Seiten sind kongruente Hyperbelbogen: 

Das hyperbolische Kreiscylindroid. 

Die Erklärung ist in § 117 enthalten (vgl. Fig. 54). 
§ 160. Aufgabe: Den Inhalt des vorstehenden Körpers zu be- ^^^- ^^• 
rechnen. 
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Auflösung: Der mittlere Durchschnitt besteht aus einem Kreise, 
dessen Radius der grofsen Halbachse a gleich ist; demnach ' 

1) J=\hn{2a^ + Q^y, 

zur Elimination von q benutze man die durch Vertauschung der 
Koordinaten gebildete Mittelpunktsgleichung der Hyperbel (§ 118,5) 

mithin 

2) J-=iÄ«(3«^ + (-^)'); 

ferner ist 
• 3) J - \h^ i^Q' - hi^;)') 

4) j-=^(2a* + p«)|/^i-:r^ 

Spezielle Werte des Cylindroides erhält man aus Nr. 2, nämlich 

für Ä = 6 ist J=\^a^h% 

„ Ä = 26 ist «7= f a^tji; u. s. w. 

d. h. das Cylindroid ist im ersten Falle \^ eines durch Drehung in 
gleichem Sinne entstandenen Rotationsellipsoides von gleichen Achsen, 
im zweiten Falle gleich dem Doppelten eines solchen Körpers. — 

§ 160 a. Von nicht geringem Interesse ist es, die in § 96 be- 
hauptete Identität des Paracylinders und des hyperbolischen Cylin- 
droides wenigstens für den Fall zu beweisen, wenn die Grundflächen 
Kreise (vom Radius q) sind, und der Cylinder, aus welchem der 
Paracylinder hervorgeht, ein gerader ist. 

(Fig. 86.) Läfst man durch Drehung der oberen Grundfläche 
Fig. 86. des Cylinders den Paracylinder alle Stadien der Veränderung von 
^==0 bis 9 ==180^ durchlaufen, so beschreibt offenbar jede Seiten- 
kante PT^ einen halben Kreiskegelmantel, und jeder durch denselben 
parallel zur Grundfläche geführte ebene Schnitt liefert die Hälfte 
eines Kreises, dessen Centrum in der Kegelachse PO^ liegt. Die 
Gröfse des Radius z eines solchen Kreises ist durch die leicht zu 
erweisende Proportion bestimmt: 

wenn h die Höhe des Cylinders und y^ den Abstand der beliebig ge- 
wählten Parallelebene von der unteren Grundfläche bedeutet; dem- 

nach ist 8 = ^Qy insbesondere wird, wenn J/i = y ist, 

» — ^ 
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Nunmehr wähle man sich aus den verschiedenen Formen des 
Paracjlinders diejenige aus^ welche dem Drehungswinkel (p entspricht. 
Da die korrespondierenden (d. h. die in derselben zu den Grrundflächen 
parallel gelegten Schnittebene liegenden) Punkte aller Seitenkanten 
des gedachten Paracylinders stets gleich weit von der Cylinderachse 
OOi entfernt sind, so ist der Paracy linder zunächst sicherlich ein 
Rotationskörper. Es fragt sich nur noch, von welcher Beschaffenheit 
die Kurve ist, durch deren Rotation um OOi der Mantel des Para- 
cylinders erzeugt werden kann, — ob sie etwa eine Hyperbel ist. 
Zu dem Zwecke denke man sich durch die Achse einen ebenen 
Schnitt gelegt und untersuche die Abstände der einzelnen Punkte 
der entstandenen Schnittkurve von der Achse. Eine einfache Über- 
legung führt dahin, dafs alle diese Abstände repräsentiert werden 
durch die Abstände der entsprechenden Punkte einer einzigen Seiten- 
kante FPii von 00^. Legt man nun durch einen beliebigen 
Punkt Q derselben zur Grundfläche die parallele Ebene, wodurch 
man den Halbkreis F^QT (mit dem Centrum N und dem Radius 
NF2 = ^) sowie die Abstandslinie QO^ (= ^) erhält, so findet man 
aus dem Dreieck O^P^Q für das Quadrat von O^Q den Ausdruck 

x" = 0^P,'-\- QP,' ~ 20,P, . QP, cos {O^P^Q) 
oder, da O^P^ = 9; ^ Q^P^ = 9y 

und demnach ^ QP^N= 90^ — ^, sowie QP^ = 2z sin |- ist, 

a;« = p2 + 4.z^ sin^l^ — Aqz sin-| cos (90« — |^) 

woraus sich a;^ = p^ + 4 sin^ ^ ' {z^ — qz) ergiebt. 

Setzt man z = y, so wird x^ == 9^ cos* y, welcher Wert kurz 
mit a^ bezeichnet werden soll*). — Substituiert man aber für z den 
Wert ^p, so geht die Gleichung über in 

4 9' sin* ?L 
a;2 = ^2 -j --^ (y^^ ~ hy,), 

und y^ und x sind dann die Koordinaten des beliebig gewählten 
Punktes Q, für als Koordinatenanfangspunkt. Will man jedoch ^eine 
Gleichung haben, welche sich mit der Mittelpunktsgleichung der 

*) Es bedarf wohl kaum des Hinweises, dafs a gleich dem Eadins des 
mittleren Durchschnittskreises ist, und dafs auf Grund dessen die Inhaltsformel 
des Paracylinders gefanden werden kann (cf. § 96 Schlufs). 
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Hyperbel (§ 250, 11. Anh.) bequem vergleichen läfst, so betrachte 
man den Halbierungspunkt der Cylinderachse als Anfangspunkt, 

setze demgemäfs y -^ — für y^ ein; dadurch erhält man 



4 9* sin*^ 



«* 



Ersetzt man noch sin^ y f = 1 — cos^ y] durch 1 — ^ , so resul- 
tiert nach einigen Reduktionen 

oder 



woraus unter Beachtung des § 250 hervorgeht, dafs die zu unter- 
suchende 'Kurve thatsächlich eine Hyperbel ist, deren Hauptachse 

= 2 a und Nebenachse = 2 1/ ^l!^ ist. 

V 4(9* — a«) 

Zusatz: Aus der geführten Untersuchung folgt unmittelbar 
die merkwürdige Eigenschaft des einschaligen Hyperboloides, dafs 
Fig. 54 und sich auf sciucr Mantelfläche Gerade und zwar durch jeden beliebi- 
Fig. 39a. ggjj Oberflächenpunkt zwei Gerade ziehen lassen, wie man sofort 
findet, wenn man sich erinnert, dafs durch gleich grofse Drehung 
nach links wie nach rechts aus demselben Cylinder zwei kongruente 
Paracylinder entstehen. 

Solche krumme Flächen, auf denen Gerade gezogen werden 
können, nennt man ßegelflächen; zu ihnen gehören auch die wind- 
schiefen Flächen, sowie Cylinder-, Kegel-, Wannen- und Glocken- 
Mantel. 

B. Grundflächen sind Ellipsen. 

Ellipsenoylindrcide. 

a) Seite Kreisbogen, sofort in Ellipse übergehend mit 

variabeler Neben-Achse: 

Das EUipsenoylindroid im engeren Sinne. 

§ 161. Aufgabe: Den Inhalt des EUipsencylindroides zu be- 
stimmen. 
Fig. 87. Auflösung: Wenn ST den erzeugenden Kreisbogen, m und w 

die Halbachsen der Grundflächen bezeichnen, so ist der mittlere 
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Durchschnitt als elliptischer Hauptschnitt gleich m . n\ zur weitern 
Durchführung dienen die Gleichungen: 



m^ 



also 



oder 



»»-yC'-.-CT)'). 



mn 
ab 



mithin der Inhalt: 

1) J =^ ^h% {2ah -{- mn) , 

3) j=:^Ä3r(3a6 — -^), 

4) jr= 1|^ (2a6 + mn) ]/l - 

Der Inhalt des Körpers kann also aufgefafst werden entweder als 
Summe dreier Kegel, oder als Summe des eingehüllten Cylinders und 
eines Kotationsellipsoides, oder als DiflFerenz des umhüllenden Cylin- 
ders und der Hälfte eines Rotationsellipsoides. 

Befindet sich die Höhe in der -4-Achse, gehört also das Cylin- 
droid zu dem Rotationskörper um die kleine Achse, so hat man nur 
a und h mit einander zu vertauschen. 

j8) Seiten sind Ellipsenbogen mit variabeler Neben-Achse: 

Das elliptische EUipsenoylindroid. 

§ 162. Aufgabe: Den Inhalt des dem Sphäroide zugehörigen Fig. 87a. 
Cylindroides zu berechnen. 

Auflösung: Der Ellipsenbogen STy dessen Halbachsen a und 6 
sind, erzeugt den Körper durch Drehung mit variabeler JB-Achse, der 
mittlere Durchschnitt ist also der JB (7- Hauptschnitt des Sphäroides; 
zugleich . ergiebt sich aus den Gleichungen: 

m* = -J (a^ - \h^), n* = -^I- («^ - \h^)', 

oder 

mn==lc- bc (-^y ■ 
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Der Inhalt ist also^ da 

h in der A-Achse liegt, 

1) J = \h7C {2hc + mn) 

2) ^ J=\h%hmn + \lc[^^\ 

T hnbc* 



3) 
4) 



3 a' 



(3 a« — {h*) 



J = ^{2bc + mn) j/l — 



tnn 



Durch Vertauschung der Achsen erhält man den Inhalt der beiden 
andern Scheiben als: 



h in der JB-Achse. 
J= \h7c(2ac + mn) 



h in der (7-Achse. 
J = \h% (2ah + mn) 



u. s. w. 



u. s. w. 



Die Interpretation der Formeln giebt dasselbe Resultat wie bei 
Bj cc., nur wird aus dem Rotationsellipsoide ein Sphäroid. 



y) Seiten sind Hyperbelbogen mit variabeler Haupt-Achse: 

Das hyperboUsohe Ellipsenoylindroid. 

§ 163. Aufgabe: Den Inhalt des vorstehenden Körpers zu 
messen. 
Fig 88. Auflösung: Die grofse Halbachse a des Hyperbelzweiges ST 

werde bei 90^ Drehung zum Minimum = n, die andere Halbachse h 
bleibe konstant; alsdann kann man mit Hülfe der Mittelpunkts- 
gleichungen a und n durch die Achsen der Grundflächen m^ und n^ 
ausdrücken, und zwar wird 

ft.-(6^ + W; V = -J' 

d. h. 



< = ^(6^ + W; V = ^(&* + W; 



»»1 Wi = -|?- (6* + W) = ÖM + i«« (j) • 

Nach der Fundamentalformel ist der Inhalt: 
1) J= ^hit (2an + »»i«,), 

mithin 
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2) / = |Äjr (Sm^^n^ — \an (yj ) 

3) J = ^h% (3aw + \an fy) ) 



4) J== f &3r {2an + m^n^'\/ "^iJ^ _ i 

y an 

Nimmt die kleinere Halbachse des mittlem Durchschnitts den spe- 
ziellen Wert der kleinen Halbachse der erzeugenden Kurve an, d. h. 
wird w = 6, so wird nach obigen Formeln 

3) /=p7r(3a6 + i|-Ä2), 

uady wenn auch h noch in bestimmte Beziehung zu h gesetzt wird; 

z, B. 

h==h so wird: J = {^ab^Jt 

h = 2b „ „ J= faft^Ä; verg].§160. 

§ 164. Zusatz: Aus den Differenzen von Cylindroiden und ein- 
gehüllten (beim hyperbolischen umhüllenden) Cylindern gehen eben- 
falls Scheibenabschnitte hervor, deren innere (bezw. äufsere) Seiten- 
kanten senkrecht auf den Schneiden stehen, die man deshalb zum 
unterschiede von den in § 155 behandelten orthogonale nennen 
kann. 

• 
Orthogonale Scheibenabsohnitte 

1) mit Kreisen als Schneiden 

«) des Kreiscylindroids: J= ^h^TC 

ß) des elliptischen Kreiscylindroids: J=^ti>i — ) ä 
oder J" = ^Ä y-^j n 

y) des hyperbolischen Kreiscylindroids: J = \h (-, ) % 

speziell h = b J = ^a^bn 

h = 2b J=^^a^b7C. 

2) mit Ellipsen als Schneiden 

a) des EUipsencylindroides: J = ^ i^ . Ä^^r 

oder J=^ — Ä^Ä 
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ß) des elliptisclien EUipsencylindroides J= ^h le 

1 .7 ha hc 

oder = ^Ä . — . — . jr 

j \ -1 ha hh 

oder = ^h • — • — ic 

c c 

h n. 

y) des hyperbolischen EUipsencylindroides J= ^ -r- »h^ic 

in Worten: Der Scheibenabschnitt des Kreiscylindroides ist inhalts- 
gleich einer Kugel, jeder Scheibenabschnitt jedes der anderen Cylin- 
droide ist einem Rotationsellipsoide gleich, mit Ausnahme derer des 
elliptischen EUipsencylindroides, deren jeder je einem Sphäroide gleich- 
kommt. 

Zusatz: Die Differenzen der Cylindroide und umhüllenden (beim 
hyperbolischen eingehüllten) Cylinder ergeben Cylinderabschnitte, 
deren jeder die Hälfte des entsprechenden, im vorhergehenden ge- 
messenen Scheibenabschnittes beträgt. — 

§ 165. Zusatz: Die Differenzen der Cylindroide und eingehüllten 
Paracylinder geben kragenförmige Ausschnitte, welche für 9= 180^ 
folgende Wprte haben: 

1) mit Kreisen als Schneiden 

«) des Kreiscylindroides: c7=^Är^3t 

ß) des elliptischen Kreiscyliifdroides; J = ^hb^TC 

oder J= ^ha^Tt 

Fig. 88a. y) dcs hyperboHschcn Krciscylindroidcs: J = ^ha^ic 

2) mit Ellipsen als Schneiden 

a) des EUipsencylindroides: J = ^hahit 

ß) des elliptischen EUipsencylindroides: J = ^hbcTt 

oder =^hacjc 

„ = ^habyc 

y) des hyperbol. EUipsencylindroides: e7=|Äa6jr. 

Übungsaufgabe: Aus einer Kugel ist ein cylinderförmiger 
Kern herausgebohrt, dessen Achse durch den Mittelpunkt der Kugel 
geht. Wie grofs ist der Inhalt des Ringes, der von der Kugel übrig 
geblieben ist, wenn derselbe die Höhe h hat? (Martus N. 560 a). — 
Dreifache Lösung möglich! 
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Zweiter Teil. 

Körper mit geradlinigen Grundflächen. 

Nach den in § 123 gemachten Einschränkungen gehören dem 
Centralkörper nur solche Körper mit geradlinigen Grundflächen und 
krummen Seitenkanten an, welche entweder die vorhergehenden um- 
hüllen oder von ihnen eingehüllt werden; es soll deshalb auch die- 
selbe Reihenfolge eingehalten werden. 

I. Beide Grundflächen sind Funkte (Pole). 

Das Ellipsenkant. 

Erklärung und Folgerungen: Das Ellipsenkant ist ein von Fig. «9 und 
krummen Flächen so begrenzter Körper, dafs alle senkrecht zur 
Achse gelegten Ebenen ähnliche geradlinige Figuren als Durchschnitte 
hervorbringen, deren Inhalte zu einander dasselbe Verhältnis haben 
wie die entsprechenden Durchschnitte des zugehörigen Sphäroides. — 
Die mittleren Durchschnitte des Körpers müssen demnach Sehnen- 
oder Tangentenvielecke des mittlem Durchschnitts des Sphäroides 
sein, und deshalb erscheint es natürlich, das Ellipsenkant ebenso 
einzuteilen wie es dort geschehen ist. — Eine genetische Erklärung 
ist in § 123 enthalten. 

§ 166. Aufgaben: Den Inhalt des EUipsenkantes zu be- 
stimmen. 

Auflösung: Bezeichnet D den mittlem Durchschnitt, so erhält 
man aus der allgemeinen Formel: 

welche für spezielle Ellipsenkante auch spezielle Werte giebt. 

» 

A. Der mittlere Durchschnitt ist Tangenten- oder Sehnenfigur des Kreises. 

a) Die Kugel umhüllend oder von derselben eingehüllt*) 

1. J=^rD 

und wenn der mittlere Durchschnitt eine regelmäfsige Figur sein 
sollte, so gilt für den 



*) im letzten FaUe von Martus Ereiskant genannt (in seiner sehr lesens- 
werten Schrift: Eegelschnittkantige Pyramiden und kurvenkantige Prismen. 
Berlin 1863 [Jul. Springer]). 
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umhüllenden Körper (Fig. 89), eingehüllten Körper (Fig. 90). 

2. J= ^n¥ cot^a 2. «7"= IwJfc^ - .-^ 

^ ^ Bin a 

3. J = ^nr^ iga 3. J'= f wr^sin2a, 

wobei Ä die Seite des mittlem Durchschnitts bedeutet und a = ist. 

n 

b) Ellipsenkant^ das Rotationsellipsoid so umhüllend oder von 
demselben eingehüllt, dafs die Drehungsachse desselben gemein- 
schaftliche Achse ist. 

1) Die grofse Achse als Drehungsachse ist gemeinschaftliche Achse, 

demnach erhält man für 

den umhüllenden Körper, den eingehüllten Körper 

J=iaD 1. J=^aD 

und, wenn die Durchschnitte regelmäfsige Figuren sind, 
J= ^naV tg a J = [^nah^ sin a cos a =] ^nah^ sin 2a 

J== ^ nak^ cot a «7= i nah^ cot a, 

2) Die kleine Achse als Drehungsachse ist gemeinschaftliche Achse; 

es gilt: 

J= f wa^6 tg a J = l^na^b sin a cos a =] ^na^b sin 2« 

J = \nbk^ cot a J = \nbW cot a. 

B. Der mittlere Darchschnitt ist Tangenten- oder Sehnenfigrnr der Ellipse. 

a) Ellipsenkant, das Rotationsellipsoid so umhüllend oder von dem- 
selben eingehüllt, dass sein mittlerer Durchschnitt zum Ellipsenhaupt- 
schnitte die oben angegebene Beziehung hat. 

1) Das Rotationsellipsoid sei durch Drehung um die grofse Achse 

entstanden, so wird der Inhalt für den 

umhüllenden Körper, eingehüllten Körper 

J^ibD J^ibD 

und, wenn der mittlere Durchschnitt ist 
das Achsenrechteck, die Achsenraute, 
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2) Das Rotationsellipsoid sei durch Drehung um die kleine Achse 

entstanden; alsdann wird: 

und, wenn der mittlere Durchschnitt ist 
das Achsenrechteck, die Achsenraute, 

b) Ellipsenkant, das Sphäroid so umhüllend oder von demselben 
eingehüllt, dafs sein mittlerer Durchschnitt zu einem der drei Hanpt- 

schnitte die obige Beziehung hat. 

J=fa2); J=f6JD; J=^cB 

und, wenn der mittlere Durchschnitt ist 
Achsenrechteck^ Achsenraute, 

J = — ahc «^=1 «&c. 

Zusatz: Die Interpretation der vorstehenden Formeln ist ganz 
analog derjenigen der Kugel, nur hat man statt Cylinder Prisma, 
statt Kegel Pyramide zu setzen; aufserdem verhält sich bei gleicher 
Höhe das Prisma zum eingehüllten Ellipsenkant und zur eingeschlosse- 
nen Pyramide, falls die Grundfläche der letzteren gleich der Mittel- 
fläche jedes der beiden anderen Körper ist, wie 3:2: I5 d. h. der Satz 
des Archimedes gilt auch für diese Körper. — 

§ 167. Aufgabe: Die Oberfläche des die Kugel umhüllenden 
Ellipseukants zu berechnen. . Fig. 89. 

Auflösung: Denkt man sich das Ellipsenkant in eine unend- 
liche Menge von Pyramiden so zerlegt, dafs diese den Mittelpunkt 
der zugehörigen Kugel zur gemeinschaftlichen Spitze und den Halb- 
messer r zur Höhe haben (siehe Figur*)), und bezeichnet die sehr 
schmalen (als ebene Figuren anzusehenden) Grundflächen der Reihe 
nach mit g^, g^^ ^s? • • »^n; so erhält man durch Summierung 

J"= i^ (^1 + fl'2 + S's + + H ]r9n) = \r.O', 

mithin ist 

sodafs sich 

I) = 4i) ergiebt. — 



*) In derselben ist die Grandfläche und die Höhe von nur einer Pyramide 
angedeutet; überdies hat man sich die geradlinigen (parallelen) Grenzstücke {LN 
und JP J2) ihrer Grundfläche äufserst nahe benachbart zu denken. 
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Beachtet man femer, dafs 

(siehe Figur 89), d. h. 

ist, so wird 

II) 0=^2r.U, 

wenn TJ den Umfang der mittleren Durchschnittsfigur bezeichiiet, d. h. 

Die Oberfläche des die Engel umhüllenden EUipsenkantes ist 
gleich dem Mantel des umhüllenden Prismas. — 

Ist die mittlere Durchschnittsfigur ein regelmäfsiges Wr-Eck, so 

wird = 4nr^ tg a und = nTc^ cot a. 



Von besonders praktischem Interesse sind die keilförmigen Aus- 
schnitte des Ellipsenkants, welche gewöhnlich 

Cyliuderhufe 

genannt werden. Man versteht nämlich im allgemeinen unter einem 
Cylinderhufe den Raum, welcher aus einem Cylinder durch die beiden 
Ebenen eines Flächenwinkels herausgeschnitten wird, wenn des letz- 
teren Kante (Schneide) zugleich die Cylinderachse trifft; es läfst sich 
aber beweisen, dafs auch die keilförmigen Ausschnitte des EUipsen- 
kantes Cylinderhufe sind. 

§ 168. Lehrsatz: Jeder keilförmige Ausschnitt eines EUipsen- 
kantes, der die Verbindungslinie der Pole (Scheitel) zur Schneide hat, 
ist ein Cylinderhuf. 
Fig. 91. Beweis: Sei NAMBNG der Ausschnitt eines EUipsenkantes, 

NM die gemeinschaftliche Achse der denselben seitlich begrenzenden 
Halbellipsen- (ev. Halbkreis-)flächen, Dreieck AGB der mittlere Durch- 
schnitt des Ausschnitts, sowie die Dreiecke DEF und GKL etc. 
dem Dreiecke AGB parallele Schnitte. Man stelle sich das vollständige 
Ellipsenkant, von welchem der Ausschnitt ein Teil ist, vor (Fig. 89) 
und denke sich diejenigen Durchschnittsflächen konstruiert, welche die 
genannten Dreiecke (als Bestandteile) enthalten. Beachtet man als- 
dann, dafs nach der Erklärung des EUipsenkantes jene Durchschnitts- 
flächen ähnlich sind, so sind nach einem bekannten planimetrischen 
Satze auch die homologen Teildreiecke AGB, DEF, GKL etc. ähn- 
lich. Hieraus folgt die Gleichheit der Winkel JB, F, L etc. und 
daraus wiederum der Parallelismus von AB, DF, GL etc., d. h. die 
krumme Fläche des keilförmigen Ausschnitts liegt ganz und gar in 
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dem Mantel eines Halbcylinders*), welcher eine der beiden Halb- 
ellipsen zur Grundfläche hat und dessen Mantel von einer parallel 
mit AB sich fortbewegenden Geraden erzeugt wird. Da nun nach der 
Voraussetzung Kante MN gleichzeitig gemeinschaftliche Achse der 
beiden Halbellipsen ist, so trifft sie offenbar auch die Cylinderachse. 

§ 169. Aufgabe:. Den Inhalt des Cylinderhufes, welcher durch 
einen keilförmigen Ausschnitt eines Ellipsenkantes dargestellt ist, zu 
berechnen. 

Auflösung: Der Ausschnitt des Ellipsenkantes unterliegt dem- 
selben Gesetz wie der ganze Körper, weil die successiven zur Schneide 
senkrechten Durchschnittsflächen sich .verhalten wie die Quadrate der 
Ordinaten der als Seitenkanten auftretenden Kurven. Es ist dem- 
nach der Inhalt 

d. h. der Cylinderhuf ist gleich dem Doppelten einer Pyramide, welche 
den mittleren Durchschnitt (D) zur Grundfläche und die Schneide zur 
Höhe hat. 

§ 170. Aufgabe: Den Mantel desjenigen Hufes zu berechnen, 
welcher durch den keilförmigen Ausschnitt des die Kugel umhül-Fig »9. 
1 enden Ellipsenkantes dargestellt wird. 

Auflösung: Die Aufgabe ist bereits in § 167 mit gelöst worden; 
nur hat man M statt zu setzen. Es ist demnach 

Jf=4JD, 

wenn D wie oben den Flächeninhalt des mittleren Durchschnittes be- 
deutet. 

II. Eine der Grundflächen ist verschwindend klein (Scheitel). 

Das Pyraniidoid. 

Erklärung und Folgerung: Das Pyramidoid ist ein von einer 
geradlinigen Figur als Grundfläche und von krummen Flächen als 
Seitenflächen so begrenzter Körper, dafs die krummlinigen Seiten- 
kanten in einen Scheitel zusammenlaufen und eine gemeinschaftliche 
Achse haben. Der Körper umhüllt entweder das Konoid oder ist 
von demselben eingehüllt, und seine Grundfläche mufs demnach Tan- 
genten- oder Sehnenfigur der Grundfläche des Konoides sein. 



*) Jeder Achsenschnitt zerlegt einen (Ellipsen-) Cylinder in zwei Halb- 
cylinder. 



Heinze-Lucke, Stereometrie. 
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A. Bas Kreiskonoid nmhüUeiid oder yon demselben eingrehttllt. 

Das Kreispyramidoid. 

Fig. 63. a) Dem Kugelabschnitt zugehörig. 

§ 171. Aufgabe: Das Kreispyramidoid (im engern Sinne) zu 
berechnen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt^ der Grundfläche ähn- 
lich, wird durch die Proportion bestimmt D : G = q^ : q^j woraus, 
wenn noch der für Qj^ in § 135 gefundene Wert substituiert wird, 
sich ergiebt: 

und der Inhalt ^ 

Ist 6r eine regelmäfsige Figur, also als umgeschriebene =nQ^tga, 
als eingeschriebene == ^nQ^ sin 2a, so findet man für 

den umhüllenden Körper J=^^nhiga(ßQ^ '^h^)==^nh^iga(Sr — Ä), 

„ eingehüllten „ J = ^nh sin 2a(3(>^+Ä^) = ^nV sin 2a(3r — Ä). 

Der Inhalt des Kreispyramidoides ist gleich der Summe aus der Hälfte 
des umgeschriebenen Prismas und einem Ellipsenkante von h als Durch- 
messer, und zwar ist dieses Ellipsenkant für das umhüllende Pyrami- 
doid ein umhüllendes (von gleicher Kantenzahl u. s. w.). Es wieder- 
holt sich dies bei den anderen Pyramidoiden ganz analog den zuge- 
hörigen Konoiden. - 

Nimmt man h = q = r^ so wird der Inhalt 

und für das regelmäfsig umhüllende J=^hr^tga = ^nli^ cot^a, 
„ „ „ eingehüllte J^^^^nr^ 8m2 a=^nJi^— — , 

Diu U 

wenn ä, wie stets im folgenden, die Seite der regelmäfsigen Figur 
bedeutet. Ersterer Körper führt in der Baukunst den Namen des 
wseitigen regelmäfsigen Klostergewölbes*), und die n halben Cylinder- 
hufe, aus welchen dasselbe zusammengesetzt ist, heifsen Gewölbe- 
wangen**). Das Klostergewölbe ist gleich dem Doppelten der ein- 
geschriebenen Pyramide. — 

§ 172. Aufgabe: Den Mantel M des den Kugelabschnitt um- 
hüllenden Pyramidoides zu berechnen. 



*) Vgl. § 230. 
**) Vgl § 228. 
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Auflösung: Wird dem Pyramidoid noch eine Pyramide von Fig. 92. 
derselben Grundfläche aufgesetzt, deren Spitze sich im Centrum der 
zugehörigen Kugel befindet, so bildet der zusammengesetzte Körper 
den Inbegriff aller Pyramiden, deren Grandflächen zusammen den ge- 
suchten Mantel M ausmachen und deren Spitzen sämtlich im Centrum 
liegen, die also den Halbmesser r zur Höhe haben, d. h. J=\rM, 
Andererseits ist der Inhalt desselben Körpers 

Daraus folgt unmittelbar 

mithin ist 

oder 

M^^' + ^' G (IL) 

Will man den Umfang U der Grundfläche G in (I.) einführen, so 
beachte man, dafs G = —^ und {2r — h)h = Q^ ist; es resultiert 

M=^^ (IIL). 

Ist die Grundfläche regelmäfsig, substituiert man also für G 
den Wert W(>^ tg « oder w (2r — ä) Ä tg «, so erhält man 

Jf=2wrAtga, 
und falls h = r ist, 

ilf' = 2wr2tga, 

d. L der Mantel des die Halbkugel umhüllenden Pyramidoides ist 
gleich dem Doppelten der Grundfläche oder gleich dem Mantel des 
umhüllenden Prismas. 

Anmerkung: Sollte das Pyramidoid gröfser als die Hälfte des 
EUipsenkantes sein, so mufs die Hilfspyramide abgezogen werden; dies 
ändert jedoch am Resultate nichts. 

ß) Dem Paraboloide zugehörig. 

§ 173. Aufgabe: Den Inhalt des parabolischen Kreispyrami- 
doides zu berechnen. 

Auflösung: Fig. 93. 

9* 
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folglich 

för das regelmäfsige 



eingehüllte Pyramidoid (Fig. 93): 
«7"= \nhQ^ sin 2a oder 
J t=a ^nhk^ cot a. 



umhüllende Pyramidoid : 
Jcss^nhQ^tga oder 
J = \nhJc^ cot cc 

y) Zum elliptischen Ereiskonoide gehörig. 

§ 174. Aufgabe: Den Inhalt des elliptischen Ereispyramidoides 
Fig. 94. zu berechnen. 

Auflösung wie vorher mit Berücksichtigung von § 138; wenn 
das Eonoid durch Drehung um die grofse Achse entstanden^ so ist 
alls^emein: 

« - iö |2 + m'} 

und 

und für das regelmäfsige umhüllende Pyramidoid 

J, = inÄtga(3(.«+(^)*) = i(^)*«tg«(3a-A) 

für das regelmäfsige eingehüllte Pyramidoid 

J^ = ^nhsm2af3(f^ + (^\^\ = i (^)' n sin 2 a (3 a - h) (Fig. 94). 

Speziellen Werten von h entsprechen auch spezielle Werte von g. 
Für h = a z. B. wird q = b und 

JTj == ^nai^ tg a = ^naJc^ cot a, 

e/g = \nab^ sin 2a = ^nah^ cot a. 

Ist das Eonoid durch Drehung um die kleine Achse entstanden, so 
hat man in den vorstehenden Formeln nur die Achsen miteinander 
zu vertauschen. — 

j,.g 95 d) Dem Hyperboloide zugehörig. 

§ 175. Aufgabe: Den Inhalt des hyperbolischen Ereispyra- 
midoides zu finden. 

Auflösung: Vergleicht man die Formeln des gleichnamigen 
Eonoides mit dem elliptischen, so erkennt man augenblicklich, dafs 
ein blofser Zeichenwechsel des letzten Elammerbestandteils zum Ee- 
sultate führt: 
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Ebenso ist für die regelmäfsigen: 
Inhalt des umhüllenden Pyramidoides = ^nh tg afSg^ — ( — \ J 

„ „ eingehüllten „ = ^ w Ä sin 2 a [ 3 p^ — ( — ) j 

(Fig. 95); 
wird dann Ä = o genommen, also 9« = 36", so geht der Inhalt über in 

und für den speziellen umhüllenden Körper in J = -j-a6^ tg a 
„ „ „ eingehüllten „ „ J=—^a¥ sin 2a. 

B. Das EUipsenkonoid iimhttllend oder tob demselben eingehüllt. 

Das EUipsenpyramicLoicL. 

a) Dem Ellipsoidenabschnitte zugehörig. 

§ 176. Aufgabe: Den Inhalt des EUipsenpyramidoides (im 
engem Sinne) zu bestimmen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt ist der Grundfläche 
ähnlich; steht also zu derselben in demselben Verhältnisse^ in welchem 
die Quadrate der gleichnamigen Halbachsen der umschliefsenden resp. 
umgeschlossenen Ellipsen stehen, d. h. es ist: 

I):G = n^^: n\ 
und deshalb 

Setzt man nun für m^n^ die beim gleichnamigen Konoide § 140 be- 
rechneten Werte ein, so erhält man für den Inhalt 

/=^Ä(?(3+-^) odet -^G(36-Ä); 

wenn die Grundfläche Achsenrechteck oder Achsenraute sein sollte, 
so ändert sich der Inhalt ab für ersteres in 

J= lÄ(3mn + ^h^) = I . ^ (36 - Ä), 
für letzteres in 

J-= iA(3m« + l-Ä") == ^ *ll (36 - Ä). 

Wird dann noch % = 6, also mn => ah, so findet man 
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und wenn dabei G das Achsenrechteck ist, 

und wenn dabei G die Achsenraute ist, 

Zusatz: Liegt die Hohe des Pyramidoides in der grofsen Achse, 
so vertausche man nur die Halbachsen mit einander. — 

ß) Dem elliptischen Paraboloide zugehörig. 

§ 177. Aufgabe: Den Inhalt des elliptischen EUipsenpyrami- 
doides zu bestimmen. 

Auflösung: Nach § 141 und 176 ist D = ^G, also 

J=:i^hG', fdr h = 2p Ji=pG, 

und wenn G = Achsenrechteck, 

J=2hmn] für h = 2p J^ = Sp^n, 

und wenn G = Achsenraute, 

J = hmn] für h = 2p J^ = ip^n. 

y) Dem elliptischen Ellipsenkonoide zugehörig. 

§ 178. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoides 
zu bestimmen. 

Auflösung: Zur Berechnung des mittleren Durchschnittes ver- 
gleiche § 176; liegt demnach die Höhe des Körpers 

h in der -4- Achse, h in der JB- Achse, 

so ist 

■^-i*«('+^(l)') ■^-i»0('+^(5)') 

oder == - g 6r( ): oder -^rj G ( 1: 

h in der C-Achse, 



so ist 



J =^ y,e (S + ^ (^)") oder *;^g(1^:-^). 

^ \ ' mn \c / J 3c^ \ mn / 



Für bestimmte Grundflächen und Höhen modifizieren sich die 
Formeln wie in § 176. 

d) Dem elliptischen Hyperboloide zugehörig. 

§ 179. Aufgabe: Das hyperbolische EUipsenpyramidoid zu be- 
rechnen. 
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Auflösung: Aus § 143 findet man den mittleren Durchschnitt 
und demnach auch den Inhalt: 

•'-*»e(='-(^)')-i(^)'(3» + »)o. 

Wenn h gleich der grofsen Halbachse und w* = 3fc^ wird, so 
vereinfacht sich die Formel für den Inhalt in: 

in. ßrundflächen sind ähnlich. 

Der Pyramidoidenstutz. 

Der Pyramidoidenstutz umhüllt entweder eine entsprechende 
Scheibe oder ist von derselben^ eingeschlossen; es dürfte daher am 
zweckmäfsigsten sein, bei der näheren Behandlung der einzelnen 
Spezies hier dieselbe Einteilung festzuhalten wie bei derjenigen der 
Scheibe. 

A. Die Kreisscheibe einschliefsend oder von derselben eingehüllt. 

Der Kreispyramidoidenstutz. ^ig ^6. 

a) Zur Kugelscheibe gehörig. 

§ 180. Aufgabe: Den Inhalt des Kreispyramidoidenstutzes (im 
engem Sinne) zu bestimmen. 

Auflösung: Benutzt man die bekannten Bezeichnungen Gy g 
und D und sind q, q^ und ^2 ^^^ Halbmesser der zugehörigen um- 
schliefsenden oder eingeschlossenen Kreise, so verhält sich 

G:D^= Q^ : Q^ und G :g = q^ \ q^\ 
demnach wird 2 i 

D = G%- und g^G^' 

Nach § 146 findet man 

92'-W + 9^' + W). 
also wird , 2 

mithin , , „, 

und für regelmäfsige Grundflächen wird 

des umhüllenden Körpers J= ^nhtg a Is (q^ + q^^) + ^^)> (Fig- 96) 

des eingehüllten Körpers J = ^nh sin 2 a (3 (9^ + ^i'^) + ^^% 
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d. h. der regelmäfsige Kreispyramidoidenstutz ist inhaltsgleich der 
Summe aus zwei Prismen und einem Ellipsenkante, ganz analog der 
Kugelscheibe, wobei noch zu beachten ist, dafs das Ellipsenkant ein 
umhüllendes ist, wenn der Pyramidoidenstutz die Eugelscheibe um- 
schliefst u. s. w. 

Wird Q = r genommen und dadurch die Grundfläche der zu 
Grunde liegenden Eugelscheibe ein gröfster Eugelkreis, so kürzt sich 
die Inhaltsformel des Pyramidoidenstutzes nach § 146 in 

J= \hG (3 - (A)^ = \h {2G + g). 

Aus der zweiten Formel wird der Inhalt der regelmäfsigen Eör- 
per am bequemsten abzuleiten sein; und zwar ergiebt sich für den 

umhüllenden J= \nh tg a (2r^ + (>*), 
eingehüllten J = \nh sin 2a (2r^ + q^) . 

§ 181. Aufgabe: Den Mantel des die Eugelscheibe umhüllen- 
den Pyramidoidenstutzes zu berechnen. 

Auflösung: Man ergänze den Eörper zum Pyramidoide. Als- 
dann ist der gesuchte Mantel gleich der Differenz der Mäntel zweier 
"ma 96 Py^'a-midoide, deren Höhen mit H und h^ bezeichnet werden mögen, 
während die Höhe des Eörpers selbst h = H — \ ist Nach § 172 
ist nun, wenn G und G^ die Grundflächen, q und p^ die Radien der 
denselben eingeschriebenen Ereise bedeuten^ 

Miff) = ^ Cr 

^(hO = T-Jj ^1 

9i 



oder, da 
also 



2 



mithin 



G,:G = q,':q 



Gx = ^ ist, 

^M = — ^2 — ^ ; 



J!f=Jlf,^;-Jlf^.,) = -^(fl^ + P^-(V+(>i^)). 



G 

Berücksichtigt man, dafs 

Q' = (2r-H)H, 



und ebenso dafs 

Qi^ = (2r — Äi) h^ ist. 
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so gelangt man endlich zu der Formel 

,-. 2rG .j^r , V 2rGh 
^=—i-iS-h,)=—^. 

Will man auch hier den Umfang ü der Grundfläche G einführen, 
so setze man G = —^'^ es resultiert M= — '■ 

Diese Formel ist insofern merkwürdig, als sie genau dieselbe 
Gestalt hat wie die entsprechende Formel III. für das Pyramidoid 
(vgl. § 172). Überhaupt entspricht sie der im 1. Teil des gegen- 
wärtigen (3.) Abschnitts wiederkehrenden Mantelformel M^== 2rjch. 
Selbst die für das Ereiskant entwickelte Mantelformel (§ 167, II.) 
ordnet sich ihr unter. — Natürlich konnte dieselbe auch durch An- 
wendung der Formel III § 172 auf die beiden Pyramidoide (deren 
Differenz dem gegebenen Pyramidoidenstutze gleichkommt), ohne 
Schwierigkeit abgeleitet werden. 

Es erübrigt noch den Fall zu behandeln, dafs die Grundflächen 
regelmäfsig sind. Setzt man für G den Wert nQ^tga bzw. für U 
den Wert 2 ng ig a ein, so ergiebt sich • 

Jlf = 2 nrh tg a. 

ß) Der parabolischen Kreisscheibe zugehörig. 

§ 182. Aufgabe: Den Inhalt des parabolischen Pyramidoiden- 
stutzes zu bestimmen. 

Auflösung: Man berechne den mittleren Durchschnitt nach 
§ 148; derselbe findet sich als: 

und daraus. folgt sofort der Inhalt 

und wenn der Körper regelmäfsige Grundflächen hat, 

für den umhüllenden J= \nhtga ((>* + Qi^) 
„ „ eingehüllten J = \nh sin 2 a (q^ + q^^), 

y) Der elliptischen Kreisscheibe zugehörig. 

§ 183. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoiden- 
stutzes zu finden. 

Auflösung: Liegt h in der grofsen Achse als Rotationsachse, 
so erhält man nach § 149 für den mittleren Durchschnitt 



i} » 
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und für den Inhalt 

und wenn die Grundflächen regelmäfsig sind, 

für den umhüllenden Körper J = ^hn tg a [3 (q^ -\- q^^) -f- / — \ ) 

eingehüllten „ J == ^ Äw sin 2 a [3 (p* + 9i^) + ( — ) )• 

Nimmt man speziell Q = b, wodurch die unteren Grundflächen 
zu Tangenten- oder Sehnenfiguren des Kreishauptschnittes werden, so 
wird der Inhalt, wenn man gleichzeitig beachtet, dafs in diesem Falle 
(vgl. § 149) z=^a — h wird, 

J= ^hG (3 - (I)') = iÄ {2G + g), 

und bei regelmäfsigen Grundflächen 

für den umhüllenden Körper = ^nhtg a (2b^ + Qi^)} 
„ „ eingehüllten „ = ^ w A sin 2 a (2 6^ + q^^). 

Befindet sich die Höhe in der JB- Achse als Rotationsachse der 
Scheibe, so hat man bei der Bestimmung des Inhalts natürlich die 
Achsen miteinander zu vertauschen. 

d) Der hyperbolischen Kreisscheibe zugehörig. 

§ 184. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoiden- 
stutzes zu berechnen. 

Auflösung: Die Bezeichnungen bleiben die vorhergehenden; 
man wechsele nur das Zeichen des dritten Gliedes, so ergiebt sich 

Für die Körper mit regelmäfsigen Grundflächen erhält man: 
für den umhüllenden ^hn ig« (3 ((>* + 9i0 — ( — ) ) 

„ „ eingehüllten ^hn sin 2 a (3 {q^ + q^^) — / — ) j . 

Wird speziell die Höhe sowie der Abstand der oberen Grundfläche 

vom Scheitel gleich der grofsen Halbachse gesetzt, so ist p^ = 8 &^, 
Pj2 _. 3 j2^ ^JJ^J deshalb 

J = ^aG. 
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Anmerkung: In den Formeln hat man wiederum a und 6 mit 
einander zu vertauschen, wenn das dem zu berechnenden Pyramido- 
idenstutze zugehörige Hyperboloid durch Rotation um die Nebenachse 
erzeugt ist. 

B. Die Ellipsenseheibe umhüllend oder Yon derselben eingehüllt. 

Der Ellipsenpyraniidoidenstatz. 

a) Der Ellipsoidenscheibe zugehörig. 

§ 185. Aufgabe: Den Inhalt des vorstehenden Körpers (im 
engem Sinne) zu berechnen, 

Auflösung: Die Halbachsen der eingeschriebenen resp. umge- 
schriebenen Ellipsen der Grundflächen wie des mittleren Durchschnittes 
sollen mit m und n, m^ und w^, m^ und n^ bezeichnet werden. Be- 
rücksichtigt man alsdann, dafs diese Ellipsenflächen parallel dem 
Ellipsenhauptschnitte des Rotationskörpers sind, dafs also die Höhe 
des Pyramidoidenstutzes nicht in der Drehungsachse liegt, so findet 
man aus % 151, 

wenn h in der 5-Achse liegt, 

und somit ergiebt sich der Inhalt als: 

Für den Fall dafs G und g entweder Achsenrechtecke oder Achsen- 
rauten sein sollten, geht die Inhaltsformel über in 

J^ = I /i (3(mw + mj Wj) + ~hA ; Ja = i^ \^{mn + m^n^ + y Ä^j . 

Wenn aber m und n die Werte a und h annehmen, die untere 
Grundfläche also Tangenten- resp. Sehnenfigur des Ellipsenhaupt- 
schnittes wird, so geht der Inhalt, wenn man beachtet, dafs dann 
das frühere z = h — h wird (siehe § 151), über in 

J=^hG (3 - (I)*) = \h (2G + g) 

und speziell für G und g 

als Achsenrechtecke in: J = ^h(2ab -}- m^ni) 
als Achsenrauten in: «7= f A (2a6 + minj. 

Liegt h in der J.-Achse, so vertausche man nur die Halbachsen mit 
einander. — 
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ß) Der parabolischen Ellipsenscheibe zugehörig. 

§ 186. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoiden- 
stutzes zu bestimmen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt mufs nach § 152 gleich 
sein 

und somit der Inhalt: 

und wenn speziell die Entfernung der kleinem Grundfläche vom 
Scheitel die Hälfte der Höhe betragen sollte^ 

J=2hG. 

y) Der elliptischen Ellipsenscheibe zugehörig. 

§ 187. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoiden- 
stutzes zu berechnen. 

Auflösung: Der mittlere Durchschnitt und Inhalt ergeben sich 
unmittelbar aus § 153. Liegt also 

h in der J.- Achse, Ä in der JB- Achse, 

so wird 

h in der (7-Achse, 
so wird 

J=P(3(ö + ^) + :^^^g); 
allgemein ist: 

sobald die untere Grundfläche Tangenten- resp. Sehnenfigur eines 
Hauptschnittes ist. 

S) Der hyperbolischen Ellipsenscheibe zugehörig. 

§ 188. Aufgabe: Den Inhalt des gleichnamigen Pyramidoiden- 
stutzes zu berechnen. 

Auflösung: Man erhält für den mittleren Durchschnitt sowie 
den Inhalt aus § 154 



J=tÄ(3((? + <,)-(||-/G). 
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Sollte speziell die Höhe und der Abstand der kleineren Grund- 
fläche vom Scheitel gleich der grofsen Halbachse sein^ so verwandelt 

sich der Inhalt in 

T 16 a6* ^ 

3 w* 

Anmerkung: Analog ist die Entwickelung in dem Fall, dafs die 
Nebenachse Drehungsachse ist (vgl. § 154, Anm.). 

§ 189. Zusatz: Die Differenzen der verschiedenen Pyramidoiden- 
stutze und Pyramidenstutze von (kongruenten) gemeinschaftlichen 
Grundflächen stellen Abschnitte vor, deren Inhaltsformel analog ist 
denen der Scheiben und Eegelstutze; man hat nur dort unter No. 1 

(t c 

V statt Ä und unter No. 2 statt jc zu setzen. Desgleichen er- 

hält man kragenförmige Abschnitte, wenn statt des Pyramidenstutzes 
ein Parapyramidenstutz [g> == 180^] in Abzug gebracht wird. 

IV. Grundflächen sind kongruent. 

'^ Das Frismoid. 

Das Prismoid wird entweder vom Cylindroid eingehüllt, oder 
bildet ddh Umhüllungskörper desselben, weshalb auch die Einteilung 
hier dieselbe bleibt wie dort 

§ 190. Aufgabe: Den Inhalt des Prismoides zu bestimmen. Fig. 9; 

Die Auflösung ergiebt sich unmittelbar aus der allgemeinen 

Formel 

J-=iÄ(G + 2D), 

worin nun für die speziellen Prismoide nach dem Gesetz der Seiten- . 
kanten folgende Modifikationen eintreten: 

A. für das Ereisprismoid, d. h. den Körper, welcher das 
Kreiscylindroid einhüllt oder- von demselben eingeschlossen wird: 

«) für das Ereisprismoid (im engern Sinne) 

1) J-=iÄ2)(2 + (f)*) = tÄG(l + 2(^)') 

2) J=iÄD(3-i(^)) = iÄG(3 + i(Ay) 

oder 

3) J=ihD (3— sin« s) = ^JiG (3 + 2 tg« a), 

wobei 2 b das Mafs der Seitenkante (resp. den derselben zugehörigen 
Centriwinkel) bedeutet. 

Hinsichtlich des Mantels vergleiche § 181. 
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ß) für das elliptische Ereisprismoid, wenn 

h in der ^- Achse liegt, 



1) J = iAD (2 + (I)*) = pö (l + 2 (A)^) 

A in der ^-Achse liegt, 
1) J=pD(2 + (|)^ = i/.ö(l + 2(f)) 

y) für das hyperbolische Kreisprismoid 
1) J=iÄ2)(2 + (|)) = t/.(?(l + 2(f)^ 

B. für das Ellipsenprismoid, d. h. den Körper, welcher das ' 
EUipsencylindroid einhüllt oder Von demselben eingehüllt wird. 

a) für das Ellipsenprismoid im engern Sinne und zwar, wenn 

h in der -B-Achse liegt, 
h in der -4-Achse liegt, 

1) J_i*z)(2+3-)_l»e(l+^) 

ß) für das elliptische Ellipsenprismoid 

h in der -4- Achse h in der JB- Achse h in der C- Achse 

l)J-iHD(2+^) l*i){2+-Sf) i*Z)(2 + --") 

- t»e('+i^.(H)') t*''(^+i^.(T)') *»e(3+iä.(')) 
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y) für das hyperbolische EUipsenprismoid 

1) ^-tw(2+^)-i*«(i+^) 

in den letzten Formeln sind m^ und n^ die Halbachsen der Grund- 
fläche, n die kleine Halbachse des mittleren Durchschnittes. 

§ 191. Zusätze: An den DiflFerenzen von Prismoiden und Pris- 
men derselben Grundfläche und Höhe hat man orthogonale Prismo- 
idenabschnitte , deren Inhalt je einem Ellipsenkante gleichkommt. 
Es tritt dies am deutlichsten hervor bei regelmäfsigen Grundflächen; 
wenn G = ng^ sin a cos a und h = 2x gesetzt wird, ist z. B. der ent- 
sprechende Abschnitt des Kreisprismoides (im engeren Sinne) 

= ^ h^n sin a cos a = f x^n sin a cos a, Fig. ss. 

derjenige des elliptischen Kreisprismoides 

= ^ Ä ( — I n sm a cos a = fx [ — I n sm a cos a u. s. w. 

Desgleichen erhält man aus den DiflFerenzen von Prismoiden und 
solchen Paraprismen, welche ihr Drehungsmaximum erreicht haben, 
kragenformige Abschnitte, deren Inhalt allgemein ist 



Vierter Abschnitt. 
Zusammengesetzte Körper. 

Erklärung: Zusammengesetzt sollen alle diejenigen Körper 
genannt werden, welche Summen oder Differenzen von bisherigen 
(einfachen Simpson'schen) Körpern sind, ohne dafs die Summe oder 
der Best femer durch das Gesetz des Centralkörpers direkt bestimmt 
werden kann*). Sie unterscheiden sich hierdurch wesentlich von den 
in früheren Abschnitten in Zusätzen vorkommenden Differenzkörpern. 
— Die sphäroidischen Ausschnitte (§ 144) machen davon allerdings 
eine Ausnahme und sollten deshalb eigentlich erst hier behandelt 
werden, sie sind aber schon früher eingeschaltet worden, um sie nicht 
aus ihrem Zusammenhang mit den Konoiden zu reifsen. 

I. Die regulären oder Platonischen Körper. 

§192. Erklärung: Ein von kongruenten regelmäfsigen Figuren 
derselben Seitenzahl eingeschlossener. Körper heifst ein reguläre r^ 
wenn die an seinen Ecken befindlichen Vielkante einander decken**). 

§ 193. Lelirsatz: Die Zahl der in jeder Ecke eines regulären 
Körpers zusammenstofsenden Kanten kann 5 nicht übersteigen. 

Beweis: Nach einem bekannten Lehrsatze über das Yielkant ist die 
Summe aller ebenen Winkel eines solchen <360^; wollte man daher 
6 regelmäfsige Dreiecke zu einem Sechskante zusammensetzen, so 



*) Ein hierhergehöriges Beispiel bietet Martus in seinen bekannten „Ma- 
them. Anfgaben" unter No. 643 (Meilenstein). 

**) Diesen Bedingungen genügen einige von den im 2. Abschnitt behandel- 
ten Körpern, nämlich der Würfel, das in § 80 erwähnte reguläre Tetraeder und das 
reguläre Oktaeder, wenn es als Antiprisma (§ 34) angesehen wird. Letzteres 
kann auch als ein aus zwei kongruenten vierkantigen regelmäfsigen Pyramiden 
(§ 80) zusammengesetzter Körper aufgefafst werden. Obwohl diese Körper 
strenggenommen in diesen 4. Abschnitt nicht gehören, sollen sie doch der Voll- 
ständigkeit halber hier im Zusammenhang mit den übrigen Platonischen Kör- 
pern betrachtet werden. 
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würde jene Summe schon 6 . 60®, also 360® betragen, was dem an- 
geführten Lehrsatze widerspricht. — Noch weniger könnte man Sechs- 
kante aus Quadraten, regelmäfsigeu Fünfecken etc. bilden, 

§ 194. Lehrsatz: Die Zahl der Seiten jeder der einen regu- 
lären Körper einschliefsenden Figuren kann höchstens 5 betragen. 

Beweis: Wollte man regelmäfsige Sechsecke zu Begrenzungs- 
flächen wählen, so würde die im vorigen Paragraphen erwähnte Summe, 
falls man blofs je drei Sechsecke zu einem Dreikante verbindet, bereits 
3 . 120® = 360® ausmachen; dies widerspricht aber ebenfalls dem 
Lehrsatze, dafs die Summe der ebenen Winkel eines Vielkantes < 360® 
sein mufs. 

§ 195. Lehrsatz: Es kann nicht mehr als 5 reguläre Körper 
geben; diese sind 

1) ein Vierflächner (Tetraeder), von 4 regelmäfsigen Dreiecken Fig. 99. 
begrenzt, 

2) ein Achtflächner (Oktaeder), von 8 regelmäfsigen Dreiecken Fig. 100. 
begrenzt, 

3) ein Zwanzigflächner (Ikosaeder), von 20 regelmäfsigen Drei- Fig. 101. 
ecken begrenzt, 

4) ein Sechsflächner (Hexaeder oder Würfel), von 6 Quadraten Fig. 102. 
begrenzt, und 

5) ein Zwölfflächner (Dodekaeder), von 12 regelmäfsigen Fünf- Fig. 103. 
ecken begrenzt. 

Beweis: Wählt man als begrenzende Flächen regelmäfsige 
Dreiecke, so kann man offenbar entweder je 3 oder je 4 oder je 5 
zu einem Drei-, resp. Vier- oder Fünfkant zusammenstellen. Dies 
führt auf die drei erstgenannten Körper. 

Nimmt man Quadrate als Grenzflächen an, so kann man nur 
je 3 zu einer Ecke verbinden, d. h. nur Dreikante erhalten; denn die 
Summe der ebenen Winkel eines aus Quadraten gebildeten Vierkantes 
würde schon 360® betragen. Dies liefert das Hexaeder. 

Wählt man endlich regelmäfsige Fünfecke zu Grenzflächen, so 
kann man, wie leicht begreiflich, an den Ecken keine anderen Viel- 
kante als Dreikante erhalten. Dies ergiebt das Dodekaeder. 

Anmerkung: Aus diesem Lehrsatz geht zwar nur die Möglich- 
keit der 5 regulären Körper, nicht etwa die thatsächliche Existenz her- 
vor; der Beweis für die letztere mag hier übergangen werdeu. 

§ 196. Lehrsatz: Jeder reguläre Körper besitzt einen Mittel- 
punkt, d. h. einen Punkt, welcher 1) von allen Eckpunkten, 2) von 
allen Begrenzungsflächen denselben Abstand hat, 

Heinze- Lücke, Stereometrie. 10 
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Fig. 104. Beweis: Man ziehe von den Mittelpunkten {A und B) zweier 

Nachbarflächen auf die gemeinschaftliche Kante A^B^ die Senk- 
rechten AF und BF und lege durch dieselben eine Hilfsebene, so 
steht letztere auf der Kante A^ B^ wie auf beiden Begrenzungs- 
flächen senkrecht, (deren Neigungswinkel übrigens von FA und FB 
gebildet wird). Errichtet man alsdann in der Hilfsebene in A und B 
Senkrechte auf AF und BF, so sind dieselben zugleich Perpen- 
dikel auf den beiden Begrenzungsflächen und schneiden einander in 
einem Punkte M. Derselbe ist offenbar*) von sämtlichen Ecken 
der einen wie der anderen Begrenzungsfläche gleich weit entfernt 
{MZ^ = MA^ = MB^ = MC;), Dafs auch die Perpendikel MA und 
MB gleich sind, erfährt man, wenn man MF zieht und die Drei- 
ecke MAF und MBF auf Kongruenz prüft {AF=BF). 

Betrachtet man hierauf eine dritte Begrenzungsfläche, welche 
mit einer der vorhergehenden (etwa A-^B^C^ eine Kante {B^C^) ge- 
meinschaftlich hat, zieht auf letztere vom Mittelpunkt C die Senk- 
rechte GQ sowie BG (von B aus), legt sodann durch BG und CG^ 
eine Hilfsebene, welche auf der gemeinschaftlichen Kante {B^C^ und 
auf den Ebenen A^B^C^ und B^CiD^ senkrecht stehen mufs, so wird 
in dieser nicht allein das Perpendikel BM, sondern auch das in C 
auf der Begrenzungsfläche B^C^D^ konstruierte Perpendikel liegen. 
Diese beiden Perpendikel mögen sich in einem Punkte üf ' schneiden. 
Da nun wegen der Gleichheit der Neigungswinkel BGC und AFB**) 
das Viereck M'BGC kongruent MAFB sein mufs, so fällt der (auf 
dem Perpendikel BM liegende) Punkt M' notwendig mit M zu- 
sammen, woraus man leicht folgert, dafs MD^ = MC^ = MB^ etc., 
sowie dafs MG = MB = MA ist. 

In dieser Weise ziehe man nach einander eine vierte, fünfte etc. 
Begrenzungsfläche in Betracht, um sich von der allgemeinen Richtig- 
keit der beiden Behauptungen zu überzeugen. 

Zusatz: Um und in jeden regulären Körper läfst sich eine 
Kugel beschreiben; beide haben M zum gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt. . 

§ 197. Aufgabe: Den Inhalt der regulären Körper zu berech- 
nen, wenn die Kante (a) gegeben ist. 



*) Verbindet man jede Ecke sowohl mit dem zugehörigen Mittelpunkt 
{A bezw. B) als auch mit üf, so entstehen Dreiecke, deren Kongruenz sich 
leicht zeigen läfst. 

**) Dies folgt unmittelbar aus dem Begriff des regulären Körpers. 
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Auflösung: Für das reguläre Tetraeder, Oktaeder und Hexa- 
eder ist schon früher der Inhalt ermittelt worden: 

J des Tetraeders = 3I5. a» 1/2 (§ 80) 

J des Oktaeders = | a» }/2 (§ 34 und § 80) 

J des Hexaeders = a^ (§ 23). 

Das reguläre Ikosaeder dagegen besteht aus einem Archime- 
dischen Antiprisma (n = 5) und zwei aufgesetzten regelmäfsigen 
fünfkantigen kongruenten Pyramiden: 

J = Antipr. -f 2 Pyram. ^^» ^^^ 

Antipr. = ia» (5 + 2y5), (§ 34) 

2. Pyram. = ^a!^ (5 + ^b) , (§ 80) 
folglich 

j-=^ „»(3+1/5) (I.) 

Diese Inhaltsformel kann auf folgende Art umgeformt werden: 
Die Diagonale d der Grundfläche des Antiprismas ist 

d=2acos36^ = ia(l +V5), 

mithin 

d2 = ^a2(3+>/5), 

und deshalb 

J=|ad« (IL), 

d. h. das Ikosaeder ist inhaltsgleich ^ eines Parallelepipedons mit 
quadratischer Grundfläche, welches zur GrundkanÄ die Diagonale d, 
zur Höhe die Kante des Körpers hat; oder es ist dem aus diesem 
Parallelepipedon entstehenden Paraprisma bei 60® Drehung gleich. 
— Beseitigt man noch a, so ist 

J^=-Äd'(f5-1) (IIL). 

Das reguläre Dodekaeder besteht, wie leicht zu erweisen, aus Fig. los. 
einem regelmäfsigen Antiprisma, welches die Diagonale d zur Grund- 
kante und die Kante des Körpers zur Seitenkante hat, und aus 
zwei aufgesetzten kongruenten Pyramidenstutzen, deren untere 
(gröfsere) Grundkanten gleich den Grundkanten des Antiprismas sind, 
während die oberen Grundkanten wie die Seitenkanten mit der Kante 
des Körpers übereinstimmen. 

Dod. = 2 Pstz. + Antipr. . 

Nach § 50,3 ist 

Pstz. = 1^ A cot a {d^ -{- da -\- o?) 



10 



* 
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oder, da d = 2a cos 36 ^, 

Pstz. = 3^Äa2 cot a (3 + Yö) = ^\ha' -^"t^^l^iÄ; 

yio + 2 >/5 

die Höhe (h) desselben findet man gleich "j/a* — (p^ — ^2)* 7 wenn 
ßi und p2 <ii® grofsen Halbmesser der Grundflächen sind; da (^i^öliöa^ 

^2 = -^r-' — und a =36 ^ ist, so erhält man daraus 

^^ 2sina ' 



y 10 ' 

und daher 

^Pstz. = ^ o» (1 + 1/5) (3 + yi) (5 + yi). 
Femer findet man aus § 32 ,{n == 5) 

6 y 10 — 2 ys 

da nun 

Fig. 106. h,^ = t^ — (q, _ ^)2 = ^2 _ ^ _ ^^2 (1 _ c^g ^)2^ 

und hieraus 



r 10 
hervorgeht, so ergiebt sich 



Antipr. - ^^a'g (3 + yä) . ys - ]/6 ^ d'g (3 + y's) 1/5 

6 |/lO — 2 >/6 . yiÖ ^^ 

= A«* (1 + Vö) (3 + V6) (5 + 1/5), 
und somit als Inhalt des Dodekaeders: 

Dod. (= 2 Pstz. + Antipr.) = ^a'{l +yö){3 + Yö) (5 + l/ö) (F) 

= ia«(l5 + 7]/5). - 

Weil (3 + y'ö) = i (1 + y^ö)^ ist, so läfst sich der Inhalt noch 
durch folgende Formel ausdrücken: 

Dod. = ^a»(l+l/5)'(5 + l/5) 
oder, da d» = ^ (1 + Vö)* ist, 

O 

Dod. = {-(f (5 +1/5) = <f + i(P(l +]/5) (II') 

oder endlich, da ^(l + V'5) = cos 36" ist, 

Dod. = d* (1 + cos 36«) = 2 d' cos« 18 « (III'). 
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Zusatz: Durch obige Teilung wird das Dodekaeder in 3 inhalts- 
gleiche Teile zerlegt. 

Anmerkung: Aus der Formel (11') erkennt man, dafs das re- 
guläre Dodekaeder inhaltsgleich ist einem Würfel, dessen Kante d 

ist, vermehrt um einen Körper, dessen Inhalt gleich \d^ (l + }/5) 
ist. In der That lafst sich aus einem regulären Dodekaeder ein 
Würfel von der angegebenen Beschaffenheit ausschneiden; die re- Fig. loe. 
stierenden Bestandteile sind 6 kongruente Keile, welche quadratische 
Grundfläche und die Kante des Körpers zur Schneide haben; (die 

Höhe jedes Keils ist = yJ« 

§ 198. Aufgabe: Die Oberflächen der regulären Körper zu be- 
rechnen*). • 

Die Auflösung ergiebt sich aus der Erklärung der Körper. 

des Tetraeders = a^ ]/3 

„ Oktaeders =2a*|/3 

„ Ikosaeders =5a^]/3 

„ Hexaeders = 6 a* 

„ Dodekaeders = Sa* Vö (5 + 2 l/ö). 

§ 199. Aufgabe: Die Halbmesser der den regulären Körpern 
eingeschriebenen, wie diejenigen der umbeschriebenen Kugeln zu finden. 

Auflösung: Die Oberfläche eines regulären Körpers kann als 
die Summe der Grundflächen aller Pyramiden betrachtet werden, 
deren Spitzen im Mittelpunkt des Körpers liegen, deren Höhe der 
Radius der eingehüllten Kugel ist. Daraus gehen folgende Gleichun- 
gen hervor: 

beim Tetraeder ^QO^V^ = -ha^Y2] Q = ^aYQ 

Oktaeder i^ . 2a* 1/3 = \a^ 1/2; (p = ^a l/6 

Ikosaeder \Q'ba^-]ß=^a^{^ + yt)', (>=^a(3 + l/5)l/3 

Hexaeder \ q . 6a* = a^ ; q = \a 

Dodekaeder (>a* l^+Tj/E) = Ja^ (l5 + 7 l/ö) ; 

Q = isa y23 + l,ll/5 = \a /iÖ + 4,4l/5. 

Mit Hilfe dieser (kleinen) Halbmesser q der eingehüllten Kugeln 
lassen sich alsdann die (grofsen) Halbmesser r der umhüllenden 

*) Nach der Bemerktmg vor § 87 ist zwar die Oberflächenberechnung der 
geradflächigen Körper von geringer Wichtigkeit, doch wird sie hier der folgen- 
den Aufgabe halber ausgefilhrt. 
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Kugeln leicht berechnen, wenn man beachtet, dafs r = T/9* + i • « 
ist; doch findet man dieselben auch unmittelbar, wie folgt: 

Fig. 99. beim Tetraeder ist r =» ä — 9, d. h. ^ a )/6 — ^ a y& ; r =^ \a y6 , 
Fig. 100. ,j Oktaeder ist r die halbe Diagonale des Diagonaldurchschnitts 

Ikosaeder die halbe Diagonale eines Rechtecks, dessen eine 
Seite die Kante, dessen andere die Diagonale der Grund- 
fläche der Ergänzungspyramide ist, 



Fig. 101. ;, 



Fig. 102. 
Fig. 106. 



;; 



>; 



Hexaeder die halbe Körperdiagonale 



r = -J-VlO+ 2]/5, 



Dodekaeder die halbe Körperdiagonale eines Würfels, der zur 
Kante die Diagonale d hat 

r = 4)/3 r=ia(l+>^]/3. 



Folgende Tabelle giebt die berechneten Werte übersichtlicher: 



Oesucht 


Tetaraed. 


Oktaed. 


Ikosaeder 


Hexaed. 


Dodekaeder 


J 


^a»}/2 


to»>/2 


^c^iB+Y5) 


a» 


ia»(l5 + 7V^ 





a«l/3 


2a» ys 


öa^ys 


60« 


3a»y5(5 + 2>/5) 


Q 


tV«/6 


ia^e 


M3+}/5)}/3 


i« 


iaK2,5 + l,lY5 


r 


ioVe 


ioy2 


i-aKlO+2y5 


ioys 


ta(l+l/5)l/3 



Vermittelst dieser Tabelle kann man alle Aufgaben lösen, welche 
die Kanten, Radien, Oberflächen und Inhalte solcher regulären Kör- 
per betreflFen, welche voil derselben Kugel eingeschlossen werden, oder 
dieselbe Kugel umhüllen; z. B. sei gegeben 

r der grofse Kugelhalbmesser 



Oemcht 


Tetraed. 


Oktaed. 


Ikosaeder 


Hexaed. 


Dodekaeder 


a 


trl/6 


r>/2 


ry2- 0,41/5 


irVS 


ir(y5- 1)1/3 





fr«V^ 


4:r^y3 


2r^(5-l/5V3 


8r2 


2r^KlO(5 1/5) 


J 


^r^ys 


^r» 


■Jr'y 10+2^5 


fr'j/S 


|r»(5+>/5)l/3 
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Gegeben Ä, die Kante des Oktaeders, 
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Oesucht 


Tetr.*) 


Ikosaeder*) 


Hex.*) 


Dodekaeder*) 


Kugel 


a 


1*^3 


äVi -0,2^5 


\hYQ 


^k{yb-i)y& 


r-\hy2 





l^ys 


¥{b yb)YZ 


4F 


Ä;«yi0(5 yb) 


2¥« 

■ 


j 


^^1/6 


p^Vö+l/ö 


p^ye 


^T^{b-^Yb)yQ 


\¥ny2 



Gegeben Vy der Inhalt des Oktaeders, 



Gesucht 


Tetr.**) 


Ikosaeder**) 


Hex.**) 


Dodekaeder**) 


Kugel 


J 


^vY^ 


0l(i + 2yb 


i^ys 


i«;(5+]/5)l/3 


Vit 



u. s. w. 

§ 200. Aufgabe: Die Gröfse (resp. trigonometrischen Funk- 
tionen) des Flächenwinkels eines regulären Körpers zu berechnen. 

Auflösung: Wenn r und q die Halbmesser der umhüllenden Fig. io7. 
resp. eingehüllten Kugel, r^ die nach der Mitte einer Kante vom 
Mittelpunkte des Körpers aus gezogene Gerade, q^ den kleinen Halb- 
messer der Seitenfläche und o den Neigungswinkel je zweier Nachbar- 
flächen bezeichnet, so ist 



^1 = ]/r^ — \a^ ; ***) Pi = 1» cot a ; 



= sin ^ o ; 



f =tgi«>; 



denn die durch den Mittelpunkt M des Körpers auf die Kante FL 
gezogene senkrechte Ebene halbiert die Kante, was aus der Kon- 
gruenz der Dreiecke MEL und MEF klar wird, enthält die Schenkel 
des Neigungswinkels GEB = co der Seitenflächen des Körpers und mufs 
zugleich durch die Mittelpunkte C und B der letzteren gehen. Ver- 
bindet man alsdann noch (7, E und B mit Jf , so halbiert die EM {r^ 
den Neigungswinkel co, wegen der Kongruenz der beiden bei G und 
B rechtwinkeligen Dreiecke GEM und BEM] mithin mufs 



*) Sämtlich der Kugel (deren Radius r = i^jj^s) eingeschrieben! 

**) Alle derselben Kugel eingeschrieben, welcher das gegebene Oktaeder 
eingeschrieben ist. 

*'*'*) Ti ist gleichzeitig Radius derjenigen Kugel, welche sämtliche Kanten 
des regulären Körpers berührt. 
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CM Q . ,. 

CM Q , . 
sein, also beim Tetraeder, da: 

sin ic = 11/3; tgia, = -^y2; 

= 70« 31' 44", 
beim Oktaeder: 

r = ^aY2; 9 = ^oy6; »"1 = ^0; 9j = ^aj/3; 
also 

sin ^0) = ^1/6". tg^ro = >/2; 

= 109" 28' 16", 
beim Ikosaeder: 

r = i« )/lO + 2 V^ö; 9 = ^o (3 + 1/5) }/3; r,=ia(l + V^; 
also 

(>i = ial/3; 

sin ia> = i (1/5 + 1)1/35 tgio) = i(3 + l/5); 

« = 138" 11' 23", 
beim Hexaeder: 

r^-YS] 9 = ia; r, •= :^ay2; p» = ^a; 
mithin 

sin i o = -J. 1/2; tgio)==l; 

0) = 90», 
beim Dodekaeder: 



r = ia (1+1/5) 1/3; p = iol/ so + 22>/6 . r, = {aiS + Vö)i 

9, = ^a)/6 + 2l/6. 
also 

sinia, = ]/liV5; tgiß, = i(l+l/5); 

= 116« 33' 54". 
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IL Die lialbregiLlären oder ArcMmedisclLen Körper. 

§201. Erklärung: Ein von kongruenten regelmäfsigen Figuren 
mehrerer Arten begrenzter Körper wird halbregulär genannt, wenn 
die an seinen Ecken befindlichen Vielkante entweder sämtlich kon- 
gruent oder teils kongruent, teils symmetrisch gleich*) sind. 

§ 202. Lehrsatz: Ein halbregulärer Körper kann nur von 2 
oder 3 Arten Figuren begrenzt sein, und die Zahl der jede Ecke 
bildenden Kanten kann 5 nicht übersteigen. 

Beweis: Bekanntlich ist die Summe aller ebenen Winkel eines 
Yielkantes < 360®. Wollte man nun ein regelmäfsiges Drei-, Vier-, 
Fünf- und Sechseck zu einem Vierkante zusammensetzen, so würde 
jene Summe schon 378® betragen. Wollte man 5 regelmäfsige Drei- 
ecke und ein Quadrat zu einem Sechskante verbinden, so würde die 
Summe 390® ausmachen. Beide Annahmen, welche noch die denkbar 
günstigsten sind, widersprechen dem angeführten Lehrsatze. 

§ 203. Erklärung: Man teilt die halbregulären Körper ein in 
halbreguläre, welche von 2 Arten und solche, welche von 3 Arten 
von Flächen begrenzt sind. 

Zu den ersteren werden d^r Erklärung zufolge gerechnet sämt- 
liche regelmäfsige Prismen mit Quadraten, sowie sämtliche regel- 
mäfsige Antiprismen**) mit gleichseitigen Dreiecken als Seitenflächen 
und aufserdem noch folgende: 

I. Ein Achtflächner begrenzt von 4 Dreiecken und 4 Sechsecken 

(Fig. 108); 
IL Ein Vierzehnflächner begrenzt von 6 Quadraten und 8 Drei- 
ecken (Fig. 111, 114, 120); 
IIL Ein Vierzehnflächner begrenzt von 6 Quadraten und 8 Sechs- 
ecken (Fig. 110, 121); 
IV. Ein Vierzehnflächner begrenzt von 6 Achtecken und 8 Drei- 
ecken (Fig. 115); 
V. Ein Sechsundzwanzigflächner begrenzt von 8 Dreiecken und 

18 Quadraten (Fig. 122, 126); 
VI. Ein Zweiunddreifsigflächner begrenzt von 12 Fünfecken und 

20 Dreiecken (Fig. 113, 116); 
VII. Ein Zweiunddreifsigflächner begrenzt von 12 Fünfecken und 

20 Sechsecken (Fig. 112); 
Vni. Ein Zweiunddreifsigflächner begrenzt von 12 Zehnecken und 
20 Dreiecken (Fig. 117); 

*) So bei Nr. XI und XIII (§ 203). 
**) Siehe § 33. 
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IX. Ein Achtunddreifsigflächner begrenzt von 32 Dreiecken und 

6 Quadraten; 
X. Ein Zweiundneunzigflächner begrenzt von 80 Dreiecken und 
12 Fünfecken. 
Von den letzteren existieren nur drei Arten, nämlich: 
XL Ein Sechsundzwanzigflächner begrenzt von 6 Achtecken, 8 Sechs- 
ecken und 12 Quadraten (Fig. 123, 127); 
XII. Ein Zweiundsechzigflächner begrenzt von 12 Fünfecken, 20 Drei- 
ecken und 30 Quadraten (Fig. 124, 128); 
XIII. Ein Zweiundsechzigflächner begrenzt von 12 Zehnecken, 20 Sechs- 
ecken und 30 Quadraten (Fig. 125, 129). 
Es lassen sich diese aufgezählten Arten*) von den regulären 
Körpern durch Entecken und Entkanten derselben ohne besondere 
Schwierigkeiten herleiten, was auch hier geschehen soll; doch giebt 
eine blofse Zeichnung davon nicht immer ein deutliches Bild, man 
mufs den aus Holz oder Pappe verfertigten regulären Körper zur 
Hand nehmen und die Schnitte durch Striche bezeichnen. 

§ 204. Lehrsatz: Sämtliche Ecken eines halbregulären Körpers 
sind gleichweit entfernt von einem Punkte (M) innerhalb. 

Der Beweis wird ebenso geführt wie derjenige für dieselbe Be- 
hauptung bei regulären Körpern (§ 196) ; nur hat man darauf zu achten, 
dafs der Neigungswinkel je zweier aufeinander folgenden (der zu wählen- 
den) Begrenzungsflächen derselbe ist. Sollten dabei (wie bei Nr. V, 
IX, X, XI, XII, XIII und bei den Archimedischen Prismen wie Anti- 
prismen) einige Begrenzungsflächen nicht an die Reihe kommen, so 
thut dies keinen Eintrag. Denn die Eckpunkte jeder solchen Be- 
grenzungsfläche gehören auch noch anderen Begrenzungsflächen an, 
aus deren Betrachtung bereits hervorgeht, dafs jene Punkte denselben 
Abstand von M haben. 

Anmerkung: Da bei halbregulären Körpern die von den Mittel- 
punkten A und JB zweier benachbarten Begrenzungsflächen auf die gemein- 
Fig. 104. schaftliche Kante gefällten Senkrechten (ÄF und BF) nur dann gleich 
sind, wenn die Flächen von gleicher Seitenanzahl sind, so kann nicht davon 
die Bede sein, dafs M auch von allen Begrenzungs flächen denselben 
Abstand hat. — Jedoch läfst sich erweisen, dafs wenigstens jede einzelne 
Gruppe Begrenzungsflächen von gleicher Seitenanzahl gleich grofsen Ab- 
stand von M hat. ' 



**) Die ganze Theorie der halbregulären Körper hat Heinze im Programm 
1868 (Cöthen) gegeben; der vollständige Abdruck hätte uns aber zu weit geführt. 
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§ 205. Aufgabe: Den Inhalt^ die Oberfläche, sowie den grofsen 
Halbmesser derjenigen halbregularen Körper, welche durch Entecken 
der regulären gewonnen werden, zu bestimmen. 

Auflosung: S bezeichne die Zahl der Kanten, E die der Ecken, 
F die der Flächen der regulären Körper, sowie a die Kante und r 
den grofsen Halbmesser derselben, desgleichen Je die Kante und B 
den grofsen Halbmesser der halbregul.ären Körper. Wird nun unter 
Entecken das Abschneiden regelmäfsiger (kongruenter) Pyramiden 
von jeder Ecke verstanden, (welches so erfolgt, dafs Ebenen zu dem 
jeder Ecke zugehörigen grofsen Radius senkrecht gelegt werden, 
siehe Figur 110), so erzielt man durch dieses Verfahren 

Aus dem Tetraeder: 

1. Einen Achtflächner, begrenzt von 4 Dreiecken (= E) und 
4 Sechsecken (= JF), indem man den Körper an jeder Ecke um ^ 
Kante*) enteckt (Nr. I). Der Inhalt ist somit: Fig. los. 



d. h. 



= 1 jc^ ys, 



2. Den regelmäfsigen Achtflächner, indem man den Körper um 

die Hälfte der Kante enteckt, vergl. reguläres Oktaeder. Fig. io9. 

Aus dem Oktaeder: 

3. Einen Vierzehnflächner, begrenzt von 6 Quadraten (= E) und 

8 Sechsecken (= F), wenn der Körper um ^ Kante enteckt wird ^ 

(Nr. ni). Der Inhalt = Oktaeder — 6 Pyr. = 9 Ä^ y2 - Ä« 1/2, d. h. Fig. no. 

J = 8 F 1/2 , 
= 6ifc«(l + 2l/3), 

4. Einen Vierzehnflächner, umschlossen von 6 Quadraten (= E) 
und 8 Dreiecken (= F), wenn der Körper um die Hälfte der Kante 
enteckt wird (Nr. II). *^i«- m- 

*) D. h. so, dafs die Seitenkante der abgeschnittenen regelmäfsigen 
Pyramide ^ der Kante a boixägt. 
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Sein Inhalt = Okt. — 6 Pyr. = | Ä» l/2 — l^ l/2, d. h. 

0=:2Ä«(3+>/3), 

Anmerkung: Der vorstehende Vierzehnflächner läfst sich durch 
einen einzigen Schnitt in zwei einander kongruente Prismatoide zer- 
legen, deren gemeinschaftliche (in jener Schnittebene gelegene) Grund- 
fläche ein regelmäXsiges Sechseck ist^ während die andere ein regel- 
mäfsiges Dreieck ist. Selbstverständlich könnte man hierauf die Be- 
rechnung des Inhalts gründen, vgl. § 74a, (w = 3). 

Auü dem Ikosaeder: 

Fig. 112. 5. Einen Zweiunddreifsigflächner, begrenzt von 12 Fünfecken 

(= E) und 20 Sechsecken (= jP), wenn der Körper um \- Kante 
enteckt wird (Nr. VII). Sein Inhalt 

= Ikos.-12Pyr. = -mip(3+y5)-gÄ»(5+V5);(§80), 

^•^- J = i/r'(l25 + 43l/5), 

= 15Ä« (2 |/3 + Vi + 0,4 Yd) , 

Fig n3 ^' ^^^®^ Zweiunddreifsigflächner, begrenzt von 12 Fünfecken 

{= E) und 20 Dreiecken (==F), wenn der Körper um die Hälfte 
der Kante enteckt wird (Nr. VI). Der Inhalt 

= Ikos. - 12 Pyr. = 1^ P(3 + ^/ö) - gi» (5 +l/5), 

* ^' ^" J"=iZ;8(45 + 17l/5), 

= 5Ä;*(>^+ 3 1^1 + 0,41/5), 
B = i/r« — ;fe« = 4 Ä; (1 + 1/5). 

Aus dem Hexaeder: 

Fig. 114. 7. Einen Vierzehnflächner, begrenzt von 8 Dreiecken (= E) und 

6 Quadraten (= F)^ wenn der Körper um die Hälfte der Kante ent- 
eckt wird; vergleiche 4. 

Fig. 115. 8. Einen Vierzehnflächner, umschlossen von 8 Dreiecken (= E) 

und 6 Achtecken (= F)^ wenn man so enteckt, dafs jede Grenz- 
fläche (des ursprünglichen Körpers) zum regelmäfsigen Achteck wird 
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(Nr. IV). Um die Schnittpunkte zu gewinnen, trage man von jeder 
Ecke auf der Kante die halbe Seitendiagonale ab. Es ist dann 

Jo = a (}/2 — l) und die Höhe jeder abgeschnittenen Pyramide 

also Inhalt 

= «' - A^ yf = ^ (7 + 5l/2)-iF >/2, 

d. h. J"= i¥ (3 + 21/2) = -JA» (1/2 + l)S 

= 2Ä^ (e (l + ^2) + V^), 



B 



yr^-^ + ^='\hVl + 4.V2. 



Aus dem Dodekaeder: 

9. Einen Zweiunddreifsigflächner, begrenzt von 20 Dreiecken Fig. iie. 
(= E) und 12 Fünfecken (= F), wenn der Körper um die Hälfte 

der Kanten enteckt wird, vergl. 6. 

10. Einen Zweiunddreifsigflächner, umschlossen von 20 Drei- Fig. 117. 
ecken (= E) und 12 Zehnecken (= F)y wenn man so enteckt, dafs 

jede Grenzfläche (des Dodekaeders) zum regelmäfsigen Zehneck wird 
(Nr. Vni). Man teile deshalb den Mittelpunkts winkel, welcher die 
Seite des Fünfecks als Sehne bespannt, in 4 gleiche Teile und ver- 
längere die Teilungslinien bis zum Durchschnitt der Kante, so ist 
die Summe der beiden mittleren Stücke derselben die Seite des ge- 
suchten Zehnecks in der richtigen Lage. 

Da nun die Kante des Dodekaeders ä = k Yb, und die Höhe 
jeder abgeschnittenen Pyramide 

so findet man den Inhalt 

= Dodk. - 20 Pyr. = -^^^ (l5 + 7 1/5) - |P (3 — Yö) , 

d. h. J= T^Ä;» (99 + 47 j/ö) , 

= 5Ä* ()/3 + 6K5 + 21/5) , 



B 



= ]/r^-^ + T = i* y2 (37 + 15 j/ö). 



§ 206. Aufgabe: Den Inhalt, die Oberfläche und den grofsen 
Radius derjenigen halbregulären Körper zu bestimmen, welche durch 
Entecken und nachfolgendes Entkanten der regulären Körper 



\ 



Fi«. 118 
u. 119. 
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(oder umgekehrt) entstehen; — wenn man unter lEntkanten das Ab- 
schneiden von Keilen durch parallel den Kanten gelegte Ebenen versteht. 
Auflösung: Die Benennungen bleiben dieselben wie die früheren. 
Um bei Entwickelung der Körper der Anschauung zu Hülfe zu kommen^ 
zeichne man in die Flächen des regulären Körpers kongruente 
regelmäfsige Figuren von derselben Seitenzahl mit demselben Mittel- 
punkt und parallelen Seiten, oder unter denselben Bedingungen mit 
doppelter Seitenzahl hinein; dann werden beim Entecken und Ent- 
kanten unter einer gewissen Bedingung alle neu entstehenden Kanten 
einander gleich sein. 
Fig. 118. 1) Jede eingezeichnete Figur (z: B. ÄBGD) habe dieselbe Seiten- 
zahl (n) (wie TÜVW) und a bedeute Man ziehe von den 

Mittelpunkten M und M^ zweier benachbarter Grenzflächen auf die 
gemeinsame Kante ÜV(a) die Senkrechten MN und M^N, sowie zu 
ihnen die Parallelen GL == KL [= PN], so ist -^ CLKAer Neigungs- 
winkel CO jener Nachbarflächen (vgl. § 200), und GL sin ^^ © == ^ CK. 
Soll nun GB zur Kante h des halbregulären Körpers, d. h. = GK 
werden, so mufs 

GL sin 4ß> = \GB == iÄ;, somit GL =» PN= -z— ^ — : — sein. 

^ ^ ^ ' 2 sin ^ 09 

Nun erhält man eine Gleichung zwischen a und Ä, welche das 

Verhältnis beider Kanten zu einander feststellt: 

k 
MN= MF 4- PN oder l a cot a = ^1c cot a + ^ . , — , 

' ^ ^ ' 2 sin ^ (0 ' 

7 /i I tg a \ , a sin 4 CO 

a = ft ( 1 + - .— — I , resp. k = — .— ; — f-r 

\^ ' sm 4 ß> y ' ^ sin 4 09 + tg a 

Fig. 119. 2. Jede eingezeichnete Figur (z. B. ÄBGDEFGH), habe doppelt 

so viele Seiten (wie TTJVW). Die Konstruktion bleibt dieselbe, Winkel 

180® 

a hat hier ebenfalls die bisherige Bedeutung von ; n bezeichnet 

dabei die Zahl der Kanten einer Fläche des regulären Körpers. Soll 
nun GB = GK werden, so mufs PN wie vorher den Wert r— = — ?— 

' 2 sin \ a 

haben, und die Gleichung zwischen a und k heifst dann, da MN '= 

MP + PN ist, 

k 
\a cot a =a 4^Ä cot 4a -4- ^ . , , 

^ ^ ^ ■ 2 sin 4 m ' 



mithin 



a = Ä tff a (cot 4 a + - — -, — | , 
° \ ^ ' sin ^ (oy ^ 

7 a cot cc sin 4 co 

resp. k= . , — 1 1 , . • 
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Auf diese Weise erhält man 

Aus dem Tetraeder: 

11. Einen Vierzehnflächner, begrenzt von 6 Quadraten (=^ S) Fig. 120. 

und 8 Dreiecken (= E + F). Bedingung ist: a = 4Ä, resp. Ä = — • 

Vergleiche 4. 

12. Einen Vierzehnflächner, umschlossen von 6 Quadraten (= S) ^ig. 121. 

und 8 Sechsecken {= E -{- F). Bedingung: a = 6Jcy resp. ^ = -^' 

Vergleiche 3. 

Aus dem Oktaeder: 

13. Einen Sechsundzwanzigflächner, begrenzt von 8 Dreiecken Fig. 122. 
(== F) und 18 Quadraten (= E + 8). (Nr. V). Bedingung: 

a = y (2 + 3]/2), resp. Ä = ^ (3 >/2 - 2) . 

Der Inhalt dieses Körpers berechnet sich leichter, wenn man ihn 
durch 2 parallele Schnitte in ein regelmäfsiges achtkantiges Prisma 
und zwei kongruente Prismatoide zerlegt, vergl. § 74a (w = 4). Man 
findet dann den Inhalt 

= Pr. + 2 Pmtoide. = 2ifc« (l + yf} + iP (l +y2)% 

e7 = iÄ« (6 + 51/2), 
= 2Ä«(9 + }/3j, 

R = ^Jc 1/5 + 2 1/2. 

14. Einen Sechsundzwanzigflächner, umschlossen von 8 Sechsecken Fig. 123. 
(= -F), 6 Achtecken (= E) und 12 Quadraten (= S). Bedingung: 

a = I* (2+1/2), resp. i == | (2 - }/2), 

siehe 18, wo die Berechnung einfacher wird. 

Aus dem Ikosaeder: ^^^^^ ^^ 

15. Einen Zweiundsechzigflächner, begrenzt von 20 Dreiecken ^^«- ^^^ 
(= F\ 12 Fünfecken (= E) und 30 Quadraten (= S), siehe 19. 
Bedingung : 

a = iÄ(3 1/5-1), resp. Ä; = ^ (3 >^5 + 1). 

16. Einen Zweiundsechzigflächner, umschlossen von 20 Sechsecken ^e- 125. 
(== F), 12 Zehnecken (= E) und 30 Quadraten (= S). Bedingung: 

a == f Z; (1 +1/5), resp. lc = ^ (l/ö - l), 

siehe 20. 



160 Vierter Abschnitt. Zweiter Teil. 

Aus dem Hexaeder: 
Fig. 126. 17, Einen Sechsundzwanzigflächner, begrenzt von 8 Dreiecken 

(= E) und 18 Quadraten (= F + S). Bedingung: 

a = Jc(l +1/2), resp. Ä = a(l/2 — l), 
vergl. 13. 
Flg. 127. jg jjjQgjj Sechsundzwanzigflächner, umschlossen von 8 Sechsecken 

(= E), 6 Achtecken (= F) und 12 Quadraten (= S). (Nr. XI). 
In jede Fläche des Würfels sei ein regelmäfsiges Achteck unter 

der Bedingung gezeichnet, dafs a = ktga (cot ^a '\ — r-r — j. Was 

nun durch Entecken und nachfolgendes Entkanten vom Würfel an 
jeder Ecke und jeder Kante hinweggenommen wird, ist gleich der 
Summe aus einer sechsseitigen Pyramide, welche zur Grundfläche den 
den Eckenschnitt hat (Eckpyramide), zwei dreiseitigen Pyramiden (Er- 
gänzungspyramiden) und einem dreiseitigen Prisma (Kantenprisma). — 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich folgende Werte: 
a = Ä (2 1/2 + 1), resp. Ä = y (21/2-1), FL = Äl/2-, CL = ^]cy2, 

C V als Seitenkante der Eckpyramide ==» ^ Ä l/IÖ und demnach die 

Höhe dieser Pyramide \ = ^hY^, sowie die Grundfläche der Er- 
gänzungspyramide und de^ Kantenprisma = JA* cot^co = J^Ä*; mit- 
hin beträgt der Inhalt: 

jeder Eckpyramide =fÄ;*l/^, 

jeder Ergänzungspyramide = ^ ifc' y^, 
jedes Kantenprismas = \T^. 

Vom Hexaeder werden nun abgeschnitten: 8 Eckpyramiden, 24 Er- 
gänzungspyramiden und 12 Kantenprismen; der Rest stellt den Inhalt 
des halbregulären Körpers vor, gleich 

a» - 6Fl/2~ 2Äj3>/2- 3ÄJ^ = Ä» (2 ^2 + l)» - Ä;» (8 l/2 + 3), 
d. h. 

J=2Ä»(ll+7l/2), 

= 12*2(2+1/2+^3), 



E = }/()« + Q,,^ = i Ä 1^13 + 6 V2 , 

wo Q den kleinen Radius des Hexaeders, q^^ den grofsen Radius des 
eingeschriebenen Achtecks bezeichnet, (siehe Figur 127). 
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Aus dem Dodekaeder: 

19. Einen Zweiundsechzigfläcliner, begrenzt von 12 Fünfecken Fig. 128. 
(== F), 20 Dreiecken (= JE?) und 30 Quadraten (= Ä), (Nr. XII). 

Zerlegung und Benennung der Hülfsgröfsen bleibt die vorher- 
gehende. Bedingung ist 

d. h. 

a = iJc{y5 — i), resp. i = |^(}/5-f l); 

so findet man 



FL==iÄ(3l/5 — 5), rC = 1cV5-2yb, CL = 



kyiö 



2 j/ö + Yb 

und daraus für die Höhe der Eckpyramide 



^ 9 



^=*e-#)- 



vs 

I 

sowie für die Grundfläche der Ergänzungspyramide 

\h^ cot i© = iifc^ (1/5 — 1); 
folglich für den Inhalt 

jeder Eckpyramide tV*^ (3 — V^5) ? 

jeder Ergänzungspyramide -^Jo^ (5 — 2)/5) , 

jedes Eantenprismas ^ h^ (j/5 — l) , 

des Dodekaeders -j* ^ (5 + V^)- ' 

Trennt man nun von letzterem 20 Eckpyramiden, 60 Ergänzungs- 
pyramiden und 30 Eantenprismen ab, so giebt der Rest den Inhalt 
des halbregulären Körpers als: 

-^^(5+V^-|P(3-y5)-^'(5-2>^-^(V5-l), 
d.h. 

= 5*« (e + V3 + 3 Vi + 0,4 Vö) , 



J^ = K?' + 9n' = i Ä T^ll + 4.1/5. 

20. Einen Zweiundsechzigflächner, begrenzt yon 12 Zehnecken «g. 129. 
(= F), 20 Sechsecken (= E) und 30 Quadraten (= S). (Nr. XIII). 

Heinze-Lucke f Stereometrie. 11 
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Bedingung ist . 

_ , ( cot 180 t g 36 \ 

^""'^\cot36« + sinio)/' 

a = *(|/5+i(3]/5-5)), 
a = |Ä (V^ö — l). 
Die anderen Hülfsgröfsen findet man als: 

2 K 6 + >/5 

ferner die Höhe der Eckpyramide 

und die Grundfläche der Ergänzungspyramide wie vorher 

= ^^(^5-1); 

SO erhält man die Inhalte der abgeschnittenen Teile^ nämlich für 
jede Eckpyramide f i^ (3 — |/5) , 

jede Ergänzungspyramide -^ ^^ (S — 3 Yb] , 

jedes Kantenprisma \ W (}/5 — l) ; 

während der Inhalt Dodekaeders — - h^ (5 + Yb) beträgt. 

Von letzterem werden nun abgeschnitten 20 Eckpyramiden, 60 Er- 
gänzungspyramiden und 30 Eantenprismen^ demnach ist der Inhalt 
des Zweiundsechzigflächners^ gleich 

ip Ä:H5 + 1/5) - 15P (3 - l/ö) - f Jk« (8-31/5) — ^Ä^ (l/5-l), 

oder 

J=5Ä;3(19+ 101/5), 

= 30 ^2 (i + |/3 + 1/5+21/5) , 

E = i/^äqr^ = ^ Ä 1/31 + 12^5. 

Bezüglich des Achtunddreifsigflächners, des Zweiundneunzig- 
flächners (Nr. IX und Nr. X) und der Archimedischen Prismen wie 
Antiprismen wird auf die schon oben zitierte Programmabhandlung 
S.S. 12, 23 und 24 (Cöthen 1868) verwiesen, woselbst nicht allein «7, 
und H, sowie die Winkel von je zwei benachbarten Flächen berech- 
net, sondern S.S. 13 und 14 auch Formeln für eT", 0, JJ u. s. w. auf- 
gestellt sind, welche allgemein für jeden halbregulären Körper gelten. 
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Yermittelst der obigen Resultate kann man die mannigfaltigsten 
Aufgaben über solche halbreguläre Körper, die von einer und derselben 
Kugel eingehüllt werden, in ähnlicher Weise lösen, wie es teilweise 
bei den regulären Körpern durchgeführt worden ist. 

III. Ringförmige und technische Rotationskörper. 

§ 207. Aufgabe: Ein Kreis vom Radius r rotiere um eine Fig. 130. 
(feste) aufserhalb desselben befindliche Gerade XX^, welche vom 
Mittelpunkte des Kreises den Abstand q hat. Es soll der Inhalt des 
dadurch erzeugten Rotationskörpers, welcher den Namen Kreisring 
führt, bestimmt werden. 

Auflösung: ^Stellt man sich vor, dafs aufser dem Kreise noch 
die gemischtlinigen (aus dem Achsenschnitte ABCBÄ^EA ersicht- 
lichen) Figuren ABCBA^ und ABFBA^ um die Achse XX^ resp. 
AA^ eine volle Umdrehung machen, so erkennt mau, dafs die Difie- 
renz der hierdurch erzeugten (cylindroidartigen) Körper dem Ringe 
gleichkommt. Zum Zwecke der Berechnung des gröfseren, des soge- 
nannten „ausgebauchten" Cylindroides*), ziehe man in dem Erzeugungs- 
kreise zunächst eine beliebige Sehne LK und fälle von deren End- 
punkten auf die Achse XX^ die Senkrechten LH und KN. Nimmt 
HLKN an der Rotation mit teil, so entsteht ein Kegelstutz, dessen 
Grundkreisradien LH= q -{- v und KN = Q -{- v^ sind. Bezeichnet 
man die Höhe {SN) desselben mit h, so ist sein Inhalt 

Kstz.,= iÄ;r {(9 + vy + (g-\-v)(Q + V,) + (9 + ^l)^^ 
= iA^r [(3q^ + v^ + vv^ + V + 3(> (t; + vj} 

d. h. der Kegelstutz ist gleich der Summe eines Cylinders, eines 
kleineren Kegelstutzes und eines Prismas 5 und zwar hat das letztere 
zur Höhe qtc, während seine Grundfläche durch das Trapez LKK^L^ 
repräsentiert wird, dessen parallele Seiten 2v und 2v^ den Abstand 
A haben. Deutet man die 3 Körper symbolisch durch Cyl. ((>), Kstz. 
(Wj) und Q% . Trp. iyv^ an, so hat man 

Kstz,i = Cyl. ifi) + Kstz. {vv^ -\- QTt . Trp. {vv^. 

Es gilt diese Formel allgemein, auch wenn die Sehne von B oder B 
ausgehen sollte. Denkt man sich nun den Halbkreisbogen BCB in 

*) Das ausgebauchte Cylindroid ist ebenso wenig wie das Cylindroid mit 
eingezogenen Seitenkanten identisch mit dem gewöhnlichen Cylindroid (Tonne, 
§ 157), und beide unterliegen auch nicht der Fundamentalformel. 

11* 
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eine beliebige Anzahl (etwa gleicher) Teile (n) zerlegt und die zu den 
einzelnen Teilbogen gehörigen Sehnen gezogen, so werden durch Eo- 
tation des Halbkreises n Eegelstutze erzeugt^ deren Inhalte auf fol- 
gende Weise ausgedrückt sind 

Kstz.i = Cyl. (fi) + Kstz. (vv^) + qtc . Trp. (vv^), 
Kstz.2 = Cyl. (q) + Kstz. (v^^v^) + (>3r . Trp. (Vi^^g)? 
Kstz.3 = Cyl. (p) + Kstz.(«;2t73) + pjr . Trp. (t^g^s), 

Kstz.« = Cyl. {q) + Kstz. (vn-iVn) + pÄ . Trp, (t?n_it;„) *), 
mithin ist die Summe aller Kegelstutze 

2; Kstz. = 2 r . (>2jr + 27 Kstz. (v) + qtc . 2;Trp. («?). . 

Wählt man nun die Anzahl n == 00, sodafs jede Sehne unendlich 
klein wird, so darf 2^Kstz. als identisch mit dem ausgebauchten 
Cylindroid angesehen werden, während gleichzeitig 27 Kstz. (v) in 
eine Kugel vom Radius r und 27 Trp. (v) in die Fläche des Erzeu- 
gungskreises übergeht. Mithin ist 

Cylindroid (I.) = 2rQ^n -^ -^r^TC -\- Q7t . r'^ ic. 

Auf dieselbe Weise läfst sich der Inhalt des kleineren Cylin- 
droides (II.) mit eingezogenen Seitenkanten ermitteln. Man 
braucht nur an Stelle der Sehne LK die entsprechende Sehne (des 
inneren Halbkreises BFD) L^K^ zu setzen. Da die Radien der 
Grundkreise diesmal q — v und q — v^ sind, so wird man sofort 
durch blofsen Analogieschlufs finden, dafs 

Cylindroid (H.) = 2rQ^7t + f r^ « — q^ . r^n 

ist. — Nachdem es so gelungen ist, für jedes der beiden Cylindroide 
eine algebraische Summe einfacher Simpsonscher Körper aufzustellen, 
gelangt man durch Abzug sofort zum Inhalte des Kreisringes: 

J= 2Q7t .r^7t, 

in Worten: Der Kreisring ist inhaltsgleich einem geraden Cylinder, 
dessen Grundfläche der Erzeugungskreis ist, und dessen Höhe dem 
Umfang eines Kreises gleichkommt, welchen der Mittelpunkt des Er- 
zeugungskreises beschreibt, d. h. der Kreisring kann in einen geraden 
Cylinder ausgestreckt werden. 

§ 208. Denkt man sich in den Erzeugungskreis ein Vieleck 
(z. B. ein regelmäfsiges) eingeschrieben, so erzeugt letzteres bei der 
Rotation einen Ring, welcher einem Prisma gleichkommt, das von 
dem oben erwähnten Cylinder eingehüllt wird; also ist 

J =^2qn . Vieleck (bezw. «7 = 2 p jt . J na^ cot «). 

*) Das erste and das letzte v sind strenggenommen =» Ci 
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§ 209. Zusatz: Ist die erzeugende Fläche eine Ellipse, so er- 
hält man einen Ellipsenring, dessen Inhalt auf ganz die3elbe 
Weise wie in § 207 gefunden wird, 

J ==»2 QTt , ahit, 

welche Formel sich ebenfalls leicht interpretieren läfst. 

§ 210. Aufgabe: Die Oberfläche des Kreisringes zu be- 
rechnen. 

Auflösung: Die Oberfläche setzt sich aus den Mänteln der 
beiden in § 207 benutzten Cylindroide zusammen. Wie dort be- 
trachte man zunächst einen Kegelstutz, dessen Mantel durch eine Fig. iso. 
beliebige Sehne LK (resp. L^K^ beschrieben wird. Wird letztere 
mit s bezeichnet, so erhält man (nach § 100) 

M = {q -{- V '■\- Q -^^ v^ s% = 2 Q%s -\- (y -^^ v^ ns. 

Fällt man alsdann vom Mittelpunkt R auf LK die Senkrechte jRP, 
zieht PQ II DB und FT || LH, so ist 

AjBPTooALPÖ, 

mithin 

RP:PT=^LP:PQ 

oder 

^i--i(^ + Vi) = i5:iÄ, 

wenn r^ den Abstand der Sehne LK vom Mittelpunkt R und h die 
Höhe des Kegelstutzes bedeutet; hieraus findet man 

S = i-^^ y 

und wenn man diesen Wert von s in das zweite Glied der rechten 
Seite obiger Mantelformel einsetzt, so resultiert 

Jlf = 2 pTT . s + 2 r^ jth, 

eine Formel, welche auch dann noch gilt, wenn die Sehne von B 
oder I) ausgeht. Denkt man sich nun den Halbkreis BGB in eine 
beliebige Anzahl gleicher Teile (w) zerlegt und zu jedem dieser so 
entstandenen Bogen die zugehörige Sehne gezogen, so werden bei der 
Botation des Halbkreises n Mäntel von Kegelstutzen erzeugt, deren 
Gesamtflächeninhalt (2JM) durch folgende Formel ausgedrückt ist 

£M=2Q7t .ns-\' 2 r^TC (ä^ + ^2 + ^ + " • ' +ä «) ; 
wenn die Höhen der Kegelstutze der Reihe nach mit Ä^, Äg? ^37 ••• ^n 
bezeichnet werden; da deren Summe aber offenbar 2r beträgt, so ist 

I1M= 2 Q7C . ns + Arr^Tc. 

Je gröfser die Zahl (n) der Teile genommen wird, desto kleiner 
fallen die Sehnen aus; läfst man die Sehnen so klein werden, daTs 
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ihre Summe ns ohne Fehler dem Halbkreise rit gleich gesetzt werden 
darf, und beachtet man, dafs bei letzterer Annahme der Abstand 
jeder Sehne vom Mittelpunkt B zum Halbmesser des Kreises an- 
wächst, d. h. dafs r^ = r wird, so erhält man 

Für den anderen Halbkreis BFD erhält man durch analoges 
Verfahren als Resultat 

M{n,) ^ 2 Qn . m — 4 r*«. 

Durch Addition von M(i.) und M(ji.) ergiebt sich 

0=2Q7t .2rJty 

in Worten: Die Oberfläche des Kreisringes ist gleich dem Mantel 
eines geraden Cy linders, der zum Grundkreis den Erzeugungskreis 
und zur Höhe die ausgestreckte Peripherie desjenigen Kreises hat, 
welchen der Mittelpunkt des Erzeugungskreises beschreibt (vgl. § 207, 
Schlufs). 

Zusatz: Für die Oberfläche des durch ein regelmäfsiges Viel- 
eck (von n Seiten) erzeugten Ringes findet man entsprechend 

= 2p7r . na. 



An den Kreisring schliefsen sich mehrere wichtige tech- 
nische Rotationskörper*) an. 

§ 211. Erklärung: Rotiert eine Halbkreisfläche um eine zum 
Fig. 131. Durchmesser parallele Achse, so entsteht ein Rundstab, wenn der 
Fig. 182. Halbkreis eine konkave, eine (gefüllte) Hohlkehle, wenn er eine 
konvexe Lage gegen die Drehungsachse hat. — 

Wird der Rundstab oder die Hohlkehle durch eine zur Drehungs- 
achse senkrechte Ebene in zwei gleiche Teile zerlegt, (was geschieht, 
wenn die Ebene durch das Gentrum des erzeugenden Halbkreises ge- 
führt wird) so heifst ein solcher Teil Viertelstab bzw. Viertelkehle. 

§ 212. Aufgabe: Den Inhalt und Mantel des Rundstabes zu 
bestimmen. 

Auflösung: Der Rundstab läfst sich als Differenz zwischen 
einem ausgebauchten Cylindroide (§ 207) und einem Cylinder auf- 
fassen. Benutzt man daher die Bezeichnungen des § 207, so ergiebt 
sich sofort 

J = 2rQ^jt + 4^^^ + Q^ ' ^^ "• 2rQ^7t 

*) Cf. Zehme, Geometrie der Körper. 



BiDgförmige und technische Rotationskörper. Ig7 

Berücksichtigt man, daf^ gn . r^TC als die Hälfte des zugehörigeu 
Kreisringes gedeutet werden kann^ so erkennt man^ dafs der Rundstab 
die Hälfte eines Kreisringes um das Volumen einer Kugel vom Radius 
r übertrifft. — 

Der Mantel M ist bereits in § 210 als Mantel des ausgebauch- 
ten Cylindroids (Mg.)) ermittelt 

d. h. gleich dem gekrümmten Teile der Oberfläche eines Halbringes 
vermehrt um die Fläche der Kugel vom Radius r. 

Zusatz: Der Inhalt und der Mantel eines Yiertelstabes sind dem- 
nach 

31 == QTcrTC -\- 2 r^7t, 

§ 213. Aufgabe: Den Inhalt und den Mantel der (gefüllten) 
Hohlkehle zu berechnen. 

Auflösung: Die Hohlkehle kann angesehen werden als die 
Differenz zwischen einem Cy linder und einem Cylindroide mit 
eingezogenen Seitenkanten (§ 207). Behält man daher die 
Bezeichnungen des § 207 bei, so erhält man 

J =2r . Q^TC — 2rQ^7C — ^t^tc + Q^ • ^^^r = qtc . r^jr — ir^^y 

d. h. die Hohlkehle wird von der Hälfte des zugehörigen Kreisringes 
um die Kugel vom Radius r übertroffen. — 

Der Mantel M stimmt überein mit dem Mantel (-M(n.)) des 
Cylindroides mit eingezogenen Seitenkanten und ist bereits 
in § 210 ermittelt als 

M =2Q7tr% — 4r^jCj 

also gleich der Differenz der Mäntel beider vorerwähnten Körper. 

Zusatz: Als Inhalts- und Mantelförmel für die Viertelkehle er- 
hält mau demnacb 

M=Qnr% — 2r^n. 

§ 214. Aufgabe: Den Inhalt und Mantel des in Fig. 133 dar- Fig. 133. 
gestellten Körpers zu berechnen. 

Auflösung: Der Körper ist gleich der Summe eines ausge- 
bauchten Cylindroides und eines Cylindroides mit eingezogenen Seiten- 
kanten; sein Mantel desgleichen, wobei bemerkt wird; dafs die Grund- 
kreise vom Halbmesser q nicht mitgerechnet sind. Demnach ist 
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jr= Cylindroid (I.) + Cylindroid (11^ = ArQ^jt + | r^TC 

M = Jf(i.) -f Jlf(n.) = 4 pjr . rar . 

AnmerkNiug: Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs gedachter 
Körper sick auch als die Summe eines Cylinders (vom Radius q und 
der Höhe Ar) und eines Kundstabes vermindert um eine Hohlkehle 
betrachten läfst. — Ahnlich ist der Mantel gleich der Summe aus 
Tafel 11. ^^^ Mantel des Rundstabes und demjenigen der Hohlkehle. 
Fig. 134. §215. Aufgabe: Den Inhalt und den Mantel des in Fig. 134 

dargestellten Körpers zu finden. 

Auflösung: Inhalt und Mantel sind je die Hälfte des Inhalts 
resp. Mantels des im vorigen Paragraphen behandelten Körpers, also 

J = 2rQ^n + f r^Ä 

M = 2 Q% . r%, 

Fig. 135. § 216. Aufgabe: Den Inhalt sowie den Mantel des in Fig. 135 

dargestellten Körpers zu bestimmen. 

Auflösung: Der Körper ist gleich der Summe eines halben 
ausgebauchten Cylindroides und eines halben Cylindroides mit einge- 
zogenen Seitenkanten, bei denen aber das frühere ^ verschiedene 
Werte hat, die mit q (= r^ + **) ^^^ Q\ (= ^i — bezeichnet werden 
sollen. Der erste Teil hat zum Inhalt 

J(i.) = rq^% + ir^Ä + \q^% . r^Ä, 
der andere 

daraus ergiebt sich 

J*= 2riVÄ + r^Ä (3i — ä). 

Für den Mantel erhält man 

jlf == 2 r^r%^ = ri^ {q^ + q). 

Anmerkung: Der Körper hätte auch als Summe zweier Cy lin- 
der und eines Viertelstabes vermindert um eine Viertelkehle berech- 
tig. 186 ußt werden können. 

"" § 217. Aufgabe: Den Inhalt und Mantel der in Fig. 136 und 

137 dargestellten Körper zu ermitteln. 

Auflösung: In beiden Fällen erhält man 

«7= Cyl.(Ä) + Rundstab, 
M=(h — 2r)2Q7t + 2Qn.r7t + 4:r^7t. 
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§ 218. Aufgabe: Den Inhalt und Mantel der Körper zu finden, 
welche in Fig. 138 und 139 dargestellt sind. ^^ ^ 

Auflösung: Be^de Körper haben gleichen Inhalt und gleichen 
Mantel, wenn in ihnen q, h und r dieselben Werte haben. Denn 
die Teile jedes dieser Körper für sich gehörig zusammengeschoben 
geben einen Cy linder [vom Grundradius q und von der Höhe (Ä — 2r)] 
und ein Cylindroid mit eingezogenen Seitenkant-en; man findet also: 
J= Q^jt (h - 2r) + 2r()2jc + ^r^^ _ ^ (r%)\ 
Jf=29jr(Ä- 2r) + 2()r7r2 — 4r2jr, 

und nach erfolgter Kürzung 

«7= JiQ^jc — r^7t{Q7C — |r), 

M^2n;{Q(h'- 2r) + r (pÄ ~ 2r)) . 

§ 219. Aufgabe: Den Inhalt und Mantel der in Fig. UO^^l^^ 
und 141 dargestellten Körper zu bestimmen. 

Auflösung: Jeder dieser Körper besteht aus 3 Cylindem (uä, 
B und C) und einem Cylindroide mit eingezogenen Seitenkanten, wenn 
man die beiden Platten D und E geeignet zusammenschiebt; mithin 

J c= (m + w) Q^7t + ö (9 — r)^ Ä -[- 2 VQ^Tt + i ^^^ — Q {^^Yy 
M=2q (m-^- n)jt '\'2 {q — r) OTt -^ 2rje(fije — 2 r) . 

Führt man bei der Umformung der Ausdrücke die Höhe h des 
ganzen Körpers ein, so ergiebt sich 

J = ho^Tt — rjc (0 {2q — r) + r {qtc — f ^)) , 

M=2jr {9 (A + r(3r — 2)) — y(2r + ö)). 

§ 220. Aufgabe: Den Inhalt und (äufseren) Mantel des in Fig. 142. 
Fig. 142 dargestellten hohlen Körpers zu berechnen. 

Auflösung: Der Körper besteht aus der Summe dreier VoU- 
cylinder und eines Bundstabes, von welcher der lichte cyUndrische 
Raum in Abzug zu bringen ist, mithin 

J= (Ä — a) p^jT + a (p + c)^^j;r + 1 r^Ä-p (p + c) (^^r)* -- Ä^i^Ä, 
(äufserer) M=(h — a)2^+2(a--2r)(Q+c)7C+2r7t {(Q+c)7t + 2r)^ 
Diese Ausdrücke können noch gekürzt werden in: 

J= «{A(p»-9i») + ac(2(f + «) + »•* [(9 + c)x + ir]}, 
(äufserer) M= 2]c{hQ + «c + »' [(? + c)(« — 2) + 2r] } . 
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An diese Rotationskörper, deren Zahl sich beliebig vermehren 
liefse, mögen noch einige interessante Rotationskörper gereiht werden, 
deren Inhalt und Mantel sich nach derselben Methode bestimmen 
lassen, welche oben bei der Berechnung des Ringes resp. des aus- 
gebauchten Cylindroides und des Cylindroides mit eingezogenen Seiten- 
kanten verwendet wurde. 

Fig. u3. § 221. Aufgabe: Ein Kreisbogen AB drehe sich um die Or- 

dinate BD als Achse; den Inhalt des dadurch entstehenden Rotati- 
onskörpers, welcher Kuppel genannt werden darf, zu berechnen. 

Auflösung: Der Fufspunkt D der Ordinate BD möge vom 
Centrum G des Kreisbogens um c entfernt sein. Durch C ziehe 
man den zu BD parallelen Radius CF und fälle auf denselben von 
den Endpunkten der im Erzeugungsbogen beliebig gewählten Sehne 
LK die Senkrechten v und t;^, welche BD in H und N treffen. 
Stellt man sich nun vor, dafs HLKN an der Rotation um die 
Achse BD mit teil nimmt, so erhält man dadurch einen Kegelstutz, 
dessen Grundkreisradien LH = v — c und KN =: v^ — c sind. Be- 
zeichnet man die Höhe (HN) desselben mit h, so ist sein Inhalt 

Kstz.j = ^h7t[(v — c)^ + (v — c) (vj — c)-\- (vi — cy} 
= iÄÄ{3c2 + (^;2 + ^;^;^ + V)-3(t;+^;l)c} 

welche Formel sich wie früher (§ 207) interpretieren läfst. Wendet 
man die dort gebrauchten Symbole an, so hat man 

Kstz.i = Cyl. (c) + Kstz. (vv^) — ctc . Trp. (vVj), 

Diese Formel gilt allgemein, auch für den Fall, dafs die Sehne von 
B ausgehen sollte. — Denkt man sich nun den Kreisbogen in eine 
beliebige Anzahl (n) Teile zerlegt und die zugehörigen Sehnen ge- 
zogen, so werden durch Rotation ' des Bogens n Kegelstutze erzeugt, 
für deren Inhalte folgende Gleichungen gelten: 

Kstz.j = Cyl. (c) + Kstz. (vv^) — ctc Trp. (vv^) 
Kstz.2 = Cyl. (c) + Kstz. (^1^2) — cjt . Trp. (v^Vg) 
Kstz.3 = Cyl. (c) -}- Kstz. (Vgt's) — C7t . Trp. (vg^s) 

Kstz.» = Cyl. (c) -f- Kstz. (Vn-lVn) — CÄ . Trp. (Vn—lVn). 

Hiernach ist die Summe aller Kegelstutze 

JJKsiz. = y .c^jc^ 2; Kstz. iy) — c% . 2; Trp. (v). 
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Läfst man n unendlich grofs werden, so wird jede Sehne unendlich 
klein und 27Estz. darf mit der zu berechnenden Kuppel identisch 
angesehen werden. Dabei geht gleichzeitig 2^Estz. (y) in die Hälfte 
einer Tonne (§ 157) über, während 2]Trp.{v) = 2{y , c + E) gesetzt 
werden kann, wobei E die vom Erzeugungsbogen ABj der Ordinate 
BD und der Abscisse AD (= x) eingeschlossene Fläche bedeutet. 
Mithin ist 

Kuppel = yc^Tt + i Tonne — 2 (yc + E) c%. 

Da nach § 157 

Tonne = ^ . 2 j/tt (c^ + 2 r^) 
ist, so ist 

Kuppel = yc'n -\- \yn {^ + 2r2) — 2y(?7C — 2Ec7C 

= 27t[\y{r^^(?)--Ec], 
oder da 

r2 — c^ = BC^ - CD^ = BD^ = y^ ist, 

Kuppel = 2jr(^y3 — C-E); 

ersetzt man noch c durch (r — x\ so wird 

Kuppel = 2ä (iy» — (r — a;) ij) . ^ 

Beispiele : Bg. ^ J5 = 90^ K. = | r^or ; 

Bg.^£ = 60«, K. = 3jV^3t(9y3 - 4;r); 
Bg. ^5 = 45«, K. = ^ r'%y2 (10 — 3 ;r). 

§ 222. Aufgabe: Den Mantel der im vorigen Paragraphen pig. 143. 
behandelten Kuppel zu ermitteln. 

Auflösung: Man betrachte zunächst einen Kegelstutz, dessen 
Mantel durch die beliebige Sehne LK beschrieben wird. Wird 
letztere mit 5 bezeichnet, so erhält man nach Mafsgabe des § 100 

M=^ (v — c -\- v^ — c) sn = {v -{- v^ $% — 2 csTt. 

Fällt man vom Centrum C auf LK die Senkrechte CP, ziöht 
BQ II BD und BT \\ LH, so ist 

ACPTc^AiP(;>, 
^"^^^ CB:BT=LP:BQ, 

r^:\(v + Vi) = Y'Y' 
woraus man leicht findet 



s = 



sodafs 

M = 2r^h7C — 2cn.s ist. 



j; 



;; 
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Denkt man sich den Kreisbogen AB wiederum in eine belie- 
bige Anzahl (n) gleicher Teile zerlegt und die zugehörigen Sehnen 
gezogen^ so werden durch Rotation des Bogens ebenso viele Mäntel 
von Kegelst utzen erzeugt^ deren Gesamtflächeninhalt {SM) durch An- 
wendung oben entwickelter Formel gefunden wird als: 

EM = 2 r^jr (Ai + Äg + Äg + + ^n) — 2 cä • ws, 

wenn Ä^, h^, \. . ,hn die Höhen der einzelnen Kugelstutze bedeuten. 
Da die Summe der Höhen gleich y ist, und, falls w = cx) gewählt wird, 
ns in den Bogen AB selbst übergeht, während r^ gleichzeitig zu r 
anwächst, so wird 

i:M=M=--2r7C . y — 2cä . Bg.^JB 

üf = 2jr (ry — c . Bg. J.JS) = 2 %{fy — {r — x) Bg.AB) . 

Beispiele: Bg. AB sei = 90^, so ist M— 2r^% 

§ 223. Aufgabe: Ein Kreisbogen, dessen Ordinate y und Ab- 
scisse X ist, drehe sich um die Tangente seines Endpunktes. Gesucht 
wird der Inhalt wie der Mantel des erzeugten Konoides mit einge- 
Fig. 144. zogenen Seitenkanten. 

Auflösung: Durch dasselbe Verfahren wie in § 221 gelangt 
man, wenn man beachtet, dafs diesmal LH=^ r — v und KN= r — v^ 
ist, zu der Formel 

27Kstz = y . r^^r + 2;Kstz (v) — rit . 2:Trp (t;), 

welche f ür n = oo übergeht in 

Konoid = y .. r^% + \ Tonne — 2 (ry — JB*)) . rit . 

Da der Inhalt der Tonne = ^ . 2yÄ {(r — - a?)^ + 2r*} ist, so ist 
Konoid = yr^it + \yn [{r — xf + 2r^] — 2 (ry — E) rjc\ 
durch Reduktion erhält man 

Konoid = 2 ritE — \ynxi2r — x) 

oder, da bekanntlich x(2r — x) = y^ ist, 

Konoid = 2r%E — ^J/^ä 
=2%{rE-'\f). 

'^) E bedeutet den Flächeninhalt der von dem Erzeugungsbogen AB^ der 
Tangente BD und DA eingeschlossenen Figur. 
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Ist z. B. der Erzeugungsbogen BÄ ein Viertelkreis, so ergiebt 
sich für den Inhalt 



y.8 



«(I-y) 



Auch die Mantelberechnung erfolgt in derselben Weise wie bei 
der Kuppel; nur hat man wiederum zu beachten, dafs LH = r — v 
und KN = r — v^ ist. So resultiert 

JK = 2r7t .BgBÄ — 2r%y = 2rn (Bg BA — y). 

Ist z. B. Bogen BA ein Quadrant, so wird 

JJf=r«ar(Ä -2)*). 

§ 224. Zusatz: Zur Kuppel und zum Konoide mit einge- 
zogenen Seitenkanten gehörig sind die dieselben umhüllenden, 
wie die von ihnen eingehüllten Pyramidoide; deren Berechnung 
vereinfacht sich besonders deshalb, weil alle entsprechenden paralle- 
len Durchschnittsflächen zu einander in konstantem Verhältnisse stehen; 
denn (nach § 5) stehen die Inhalte der Körper in demselben Verhält- 
nisse, sodafs die Inhaltsbestimmung leicht mit Hilfe einer einfachen 
Proportion ausgeführt werden kann. 

§ 225. Aufgabe: Um die verlängerte Ordinate DB eines Kreis- rig. 145. 
bogens AB rotiere der (komplementäre) Kreisbogen BA^] wie grofs 
sind Inhalt und Mantel des dadurch entstehenden Konoides? 

Auflosung: 

J= 2cjcE - izTC (ßc^ - ^2) 
oder 

J = rz^% + 2c%E - \zn {z^ + Sc^) 
und 

M^2c7C.BgBA^ — 2r%z **). 



*) Dieselbe Formel gewinnt man auch, wenn man in der Mantelformel des 
Cylindroides mit eingezogenen Seitenkanten [§ 209 (üfii)] 9 = r setzt und das 
erhaltene Resultat durch 2 dividiert. 

.**) Nachdem oben die Methode klar gelegt ist, wird man auch diese Auf- 
gabe erledigen können. — Herausgeber hat aufserdem weitere, eigene Unter- 
suchungen angestellt und gedenkt dieselben in einer selbständigen Schrift zu 
veröffentlichen» 
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Anhang I. 

YoD grofsem Interesse ist es^ auf Grand der vorausgegangenen 
Lehren die wichtigsten 

regelmäfsigen Gewölbeformen 

einer Betrachtung zu unterziehen. 

§ 226. Erklärung: Stellt man Mantelteile eines Cylinders, 
Konoides oder Pyramidoides so auf eine Horizontalebene, dafs sie 
mit derselben einen Raum entweder vollständig oder teilweise ab- 
grenzen, so nennt man erstere die Laibungsfläche (Gewolbefläche) 
und die orthogonale Projektion der Laibungsfläche die Grundfigur 
des Gewölbes, so wie die Linien und Punkte, welche Laibungsfläche 
und Grundfigur gemeinschaftlich haben, Widerlagslinien und Wider- 
lagspunkte. 

Der körperliche Raum, welcher zwischen Laibungsfläche und 
Grundfigur entweder vollständig enthalten, oder noch aufserdem 
durch vertikale Ebenen abzuschliefsen ist, heifse Gewölberaum; 
die vertikalen Ebenen heiTsen Stirnflächen. — Die Summe aus der 
Laibungsfläche und den Stirnflächen mag im folgenden mit G be- 
zeichnet werden. 

Das regelmäfsige Tonnengewölbe. 

Erklärung: Wird ein gerader Kreiscylinder durch einen 
Achsenschnitt halbiert, so führt die Hälfte den Namen des regel- 
mäfsigen Tonnengewölbes. — Der Achsenschnitt ist dann die 
Fig. 146. Grundfigur, der Mantel die Laibungsfläche, die Seiten AD und BG 
Widerlagslinien, die vier Endpunkte Widerlagspunkte, der Durch- 
messer AB des Achsenschnittes die Spannweite, der vertikale Halb- 
messer EK resp. HF die Pfeilhöhe, die Gerade EF die Scheitel- 
linie und die Vertikalebenen AEBK und DFCH die Stirnflächen 
des Gewölbes. 

§ 227. Aufgabe: Aus der Länge b der Widerlagslinie und 
der Spannweite 2 a den Gewölberaum J, die Laibungsfläche L (so- 
wie 6r) des regelmäfsigen Tonnengewölbes zu berechnen. 

Aus der Erklärung ergiebt sich sofort 

J = ^a^bjt] L=^ah%\ G ^^ a%{a -{-h). 

Gewölbewangen nnd Gewölbekappen. 
Erklärung: Legt man durch die Diagonalen der Grundfigur 
eines Tonnengewölbes vertikale Ebenen, so wird sowohl der Gewölbe- 
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räum als auch die Laibungsfläche in vier Teile geteilt, von denen je 
zwei gegenüberstehende kongruent sind. Man nennt nun diejenigen Teile 
BGSO und ADSO, deren gekrümmte Fläche den Scheitelpunkt S Fig. in 
und je eine Widerlagslinie haben^ Gewölbewangen, die beiden ande- ^^ 
ren, deren krumme Fläche die halbe Scheitellinie und je zwei Wider- 
lagspunkte enthält, Gewölbekappen, sowie die zugehörigen gleich- 
schenkligen Dreiecke der Grundfigur die Grundfigur (Jer Wange bzw. 
der Kappe. 

§ 228. Aufgabe: Den Gewölberaum sowie die Laibungsfläche Fig. m. 
einer Wange zu berechnen. 

Auflösung: Die Wange ist die Hälfte des geraden Kreiscylin- 
derhufes, dessen halbe Schneide OS gleich der Pfeilhöhe ist, während 
die von auf BC gefällte Senkrechte ON die Spannweite genannt 
wird; also nach § 169 und 170 (h = 2a) 

L = 2D = ah, 

d. h. der Gewölberaum der Wange ist gleich dem Doppelten der ein- 
geschriebenen Pyramide, die Laibungsfläche gleich dem Doppelten 
der Grundfigur. 

§ 229. Aufgabe: Den Gewölberaum wie die Laibungsfläche Fig. us. 
einer Kappe zu flnden. 

Die Auflösung ergiebt sich aus der Erklärung 

J= ^ (J^a^feÄ - ^aH) = iV«'^ (3ä - 4), 
L = ^ (abTt — 2 ah) = ^ah (n — 2). 

Das regelmäfsige Klostergewölbe. 

Erklärung: Bilden die Grundfiguren von n kongruenten Wan- Fig. 149. 
gen ein regelmäfsiges Vieleck, so wird der zusammengesetzte Körper 
das regelmäfsige Klostergewölbe genannt; es ist dasselbe also 
identisch mit dem die Halbkugel umhüllenden regelmäfsigen Pyrami- 
doide (§ 171). 

Aufgabe: Den Inhalt wie die Gewölbefläche des vorstehenden 
Körpers zu berechnen. 

Auflösung: Nach der Erklärung, sowie mit Berücksichtigung 

dafs 6 = 2r tng a und a = ist, mufs 

J = yr^6 = -^r^tnga, 

.und die Gewölbefläche 

G = nrb = 2nr^ tng a sein. 
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Beispiel: für w = 4 ist a «= 45^, tng « = 1, demnach 

J^fr» und G = 8rK 

Das regelmäfsige Kreuzgewölbe. 

Fig. 160. Erklärung: Das regelmäfsige Kreuzgewölbe entsteht durch Zu- 

sammensetzung von w kongruenten Kappen, wenn deren Grandfiguren 
zusammen ein -regelmäfsiges Vieleck bilden. 

§ 231. Aufgabe: Den Inhalt und die Laibungsfläche L (sowie G) 
des regelmäfsigen Kreuzgewölbes zu berechnen, wenn die Scheitel' 

linie der Kappe ( = y) ^^^^ ^^^ Spannweite (= 2 d) gegeben sind. 

Auflösung: Die Scheitellinie jeder Kappe ist zugleich die 
Breite der zugehörigen Grundfigur; nach § 229 ist demnach 

«^ = ^(3'r-4), 



12 

s- (« - 2); 



ferner wird 



ö =^(« - 2) +|-a*« = -^ {(« + &)«_ 26}. 
Beachtet man, dafs b = 2a cot a ist, so wird 

X »iO^ cot « /o ;i\ 

J= (3% — 4) 

L = na^ cot a (ä — 2) 
und 

G = na^ {cot a (ä — 2) + y } 

Beispiele: für w = 4 ist a = 45®, mithin 
jr=|a»(3;t — 4); i = 4a*(Ä-2); ö = 2a2 (3ä — 4); 

für w = 6 ist a = 30®, cot a = YS, mithin 

J= a» |/3 (3;t - 4); L = Ga^ >/3 (jr — 2); 
G = 3a^ {x (1 + 21/3) — 4l/3 }. 

Das Muldengewölbe. 

Erklärung: Wenn man ein regelmäfsiges Klostergewölbe mit 

quadratischer Grundfigur vermittelst eines vertikalen Schnittes durch 

den Scheitel in zwei kongruente Teile so zerlegt, dafs zugleich zwei 

Fig. 161. Gegenseiten der Grundfigur halbiert werden, und zwischen beide ein 
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regelmäfsiges Tonnengewölbe von derselben Pfeilhöhe einschiebt, 
defsen Spannweite mit der Seite der Grundfigur übereinstimmt, so 
entsteht ein Muldengewölbe. 

§ 232. Aufgabe: Den Inhalt und die Laibungsfläche des Mulden- 
gewölbes zu finden. 

Die Auflösung ergiebt sich aus der Erklärung: Wird die län- 
gere Widerlagslinie der rechteckigen Grundfigur mit c, die kürzere 
mit 2 a bezeichnet, so erhält man 

J = ^a^ + ^yt{c — 2 a) 

und 

jL = 8 a^ + a^ (c — 2 a). 

Das Kuppelgewölbe. 

a) Die eigentliche Kuppel, 

welche durch Rotation eines Kreisbogens (entweder) um seine Ordi- 
nate (oder seine Tangente) entsteht, ist schon früher (§ 221 u. f.) 
behandelt worden. 

b) Die Hängekuppel. 

Erklärung: Beschreibt man in der Grundfläche einer Halb- 
kugel *) ein regelmäfsiges n-Eck und errichtet in den Seiten desselben ^^ ^ 
zur Grundfläche vertikale Ebenen, welche natürlich von der Halb- 
kugel n halbe Kugelabschnitte abtrennen, so wird der übrigbleibende 
Teil der Halbkugel Hängekuppel genannt. 

§ 233. Aufgabe: Den Gewölberaum «7, die Laibungsfläche L 
(sowie G) der Hängekuppel zu berechnen, wenn aufser der Seitenzahl 
der regelmäfsigen Grundfigur die Seite (a) derselben oder der Radius 
(r) der (zugehörigen) Halbkugel gegeben ist. 

Auflösung: Bekanntlich ist der Inhalt der Halbkugel -Jr^sr, 
und der Mantel derselben 2 r^TC, sowie ein Kugelabschnitt nach § 135, 

wenn man beachtet, dafs das dortige q jetzt den Wert — hat, gleich 

i Att {Sq' + Ä^) = Ä «^ tg i a (3«' + a' tg^«) 
== :^a^7C (3 + tgH«) tg i«, 

und dessen Haube nach § 136 

2 Bin a 4 cos^ j^a' 



*) Die Halbkugel seibat (wie jeder Kugelabschnitt [Konoid]) kann eben- 
falls als ein Gewölbe angesehen werden. 

Heinze-Luoke , Stereometrie. 12 
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folglich 



oder 



'^=2^{d^-|-*g'Y(3-2sm''y)) 



i = 2 (-r-^^ — ) 7t — \nm — %. — ) = \a^n (-t-= ^^ — ) 

\ 2 sin a / ** \ cos ^ a / * \ sm* a cos* ^ a / 

Oder, wenn der Badius der Halbkugel (r) gegeben sein solltet: 

J = |r»Ä (l — w sin* -J (2+ cos«)) 

£ = 2 r^Ä ( 1 — w sin^ yj 

G==2f^7c[\ ~wsin*y). 

Beispiele: für w = 3 
ist a = 60^; sin a = ^ |/3; cos « = ^; sin^ y == i; cos^ i « = ii 

und 

für « = 4 
ist a = 45"; sin a = i|/2; cos a = 4^V^; sin* ^a =i — ~4~i 

cosHa = -^-=x'^; tgia = >/2 — 1 
und 

J=.T^a«Ä(5-2}/2) =ir»«(5 1/2-4), 

X = o*ä(1/2- 1) =2f*3r(]/2- 1), 

(? = ö«« (|/2 — ^) =2r»«(V2-i); 
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für n = 6 

ist a = 30*; sin a = ^; cos a = \ y'S; sin* ^ « = — ^— ; 

cosH« = ^^^; tgia = 2-l/3 

J = ^ «8« (27 1/3 — 32) = ^»-»«(271/3—32), 
L = a^3i;(3}/3-4) == ^^^(31/3 -4), 

G = ^a«3r(l2/3 — 13) = ^r^Ä (l2]/3 - 13). 

Das regelmäfsige Fächergewölbe. 

Erklärung: Beschreibt man Halbkreise über zwei benachbarten 
Grundkanten eines regelmäfsigen geraden Prismas, dessen Seiten- ^ig i53. 
kanten die Hälfte der Grundkanten betragen, und läfst dann den 
Viertelkreis DB um BF rotieren, so schneidet derselbe vom Pris- 
ma ein bestimmtes Stück ab, welches als Teil eines Kreiskonoides 
(mit eingezogenen Seitenkanten) betrachtet werden darf. Geschieht 
jenes Abschneiden an sämtlichen Seitenkanten, so nennt man den 
übrigbleibenden Teil des Prismas ein regelmäfsiges Fächer- oder 
Trichtergewölbe. 

§ 234. Aufgabe: Den Inhalt und die Laibungsfläche L (so- 
wie 6) eines Fächergewölbes zu berechnen. 

Auflösung: Der Polygonwinkel der Grundfläche sei 

ß = {^) 1800, 
dann ist jeder abgeschnittene Teil 

BFEB - ('-=±) IS Kon. - (-" -^) Kon. 
und, wenn die Seite AB = 2a gesetzt wird, 

DFEB - {^) »•. (i - i) 

(vgl. § 223); daraus ergiebt sich die Summe aller Abschnitte 

-(^)«"(*-f). 

und man findet sofort den Inhalt 

J = na? cot a — \~Y} ^'^ (I "" i ^) 
oder 

J=^a^[n cot a — (-^'^^) '^{h — \^))' 

12* 
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Auf dieselbe \V^eise berechnet man ebenfalls nach § 223 die ge- 
bogene Oberfläche gleich 

(^) «*«(«- 2) 
und den oberen sternförmigen Versehlufs („Spiegel" genannt) gleich 

no? cot a — ("~i~") ^*^- 
Beide Ausdrücke addiert geben die Laibungsfläche 

i a= a^ (w cot a + \~Yj ^ (^ "" ^))' 
Setzt man noch die n vertikalen Halbkreise dazu, so erhält man 
G^ = a« (n cot a + Ä (^^ (ä - 3) + y)}. 

Für w = 3 für n = 4 

ist a = 60<>; cot a = il/3 a = 45°; cot a = 1 

J=a«(j/3-|(|-i^)); J=a«(4-:ra-i^)); 

i = a«(l/3 + iÄ(jr- 3)); L = a« (4 + jr (jr — 3)) ; 
(? = a« (^3 + ^5^2). ^ = «2 J4 ^ ^ (^ _ 1)J. 

für n = 6 
ist «= 30°; cot a = |/3 

L = a« (6 )/3 + 2ä(ä - 3)); 
a = a2(6|/3 + Ä(2Ä — 3)) 



u. s. w. 
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§236. Erklärung: In einem Kreise seien zwei aufeinander Fig. 154. 
senkrecht stehende Durchmesser AAi und BB^ gezogen. Fällt man 
von einem beliebigen Peripherie punkte P auf ÄÄ^ die Senkrechte 
FM, so heifst PM die Ordinate^ der Abstand des Pufspunktes M 
(dieser Senkrechten) vom Centrum OM die Abscisse des Punktes P. 
— Es mag hierbei, wie aus der Goniometrie geläufig ist, die Ordi- 
nate positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem FM die 
Bichtung BO oder die entgegengesetzte B^O besitzt; ebenso soll 
die Abscisse positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem der 
Fufspunkt M von aus nach Ä oder nach Ä^ zu liegt. 

Zusatz: Jedem Punkte der Kreislinie kommt eine bestimmte 
Ordinate und eine bestimmte Abscisse zu (vgl. die Funktionen sinus 
und Cosinus!). 

§ 236. Erklärungen: Behalten wir von Fig. 154 die auf ein- 
ander senkrecht stehenden Geraden ÄÄ^ und BB^ bei und ziehen 
an Stelle des Kreises eine ganz willkürliche Kurve wie in Fig. 155, Fig. 155. 
so soll die von einem beliebigen Punkte P der Kurve auf ÄA^ ge- 
fällte Senkrechte FM ebenfalls Ordinate des Punktes P und der 
Abstand ihres Pufspunktes M vom Schnittpunkt der AA^ und BB^ 
entsprechend Abscisse des Punktes P genannt werden. — Ordinate 
und Abscisse führen auch den gemeinschaftlichen Namen Koordi- 
naten, und unter Koordinatenanfangspunkt versteht man den 
Schnittpunkt der Geraden AA^ und BB^, welche Koordinaten- 
achsen heifsen. * 

§ 237. Lehrsatz: Wählt man in einem Kreise (wie in § 235) 
das Centrum zum Koordinatenanfangspunkte, so gilt für jeden beliebi- 
gen Peripheriepunkt der Satz: Die Summe der Quadrate der Koor- 
dinaten jedes Punktes ist gleich dem Quadrate des Badius r. 

Beweis: (Fig. 156) Sind die Koordinaten des Punktes positiv Fig. ise. 
wie z. B. die von P^, so folgt aus dem rechtwinkeligen Dreiecke 
OM^F^ von selbst die Relation a^ -^ y^ = r^^ wobei x die Abscisse 
und y die Ordinate des Punktes bezeichnet. Sollte eine der Koor- 
dinaten oder beide (wie für P^) negativ sein, so bleibt das Resultat 
ungeändert; denn das Quadrat auch einer negativen Gröfse ist stets 
positiv; mithin gilt allgemein 

x^ -^ y^ = r^. 
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§ 238. Zusatz: Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar 

y^ = r^ — a:^^ 

d. h. das Quadrat jeder beliebigen Kreisordinate ist gleich der DifiFe- 
renz zwischen dem Quadrate des Radius und dem Quadrate der zu- 
hörigen Abscisse. Die Gleichung selbst heifst, weil sie eine nur 
dem Kreise zukommende (charakteristische) Eigenschaft ausdrückt, 
Gleichung des Kreises, und zwar, da der Kreismittelpunkt Koordi- 
natenanfangspunkt war, Mittelpunktsgleichung des Kreises. — 
Diskussion der Mittelpunktsgleichung 

y^ = r^ — oc^ resp. J/ == + "j/r^ — x^* 

Zu jeder (positiven wie negativen) Abscisse gehören zwei absolut 
gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete (Kreis-) Ordinaten, d. h. der 
Kreis ist in Bezug auf die Achse ÄA^ (Abscissenachse) symmetrisch; 
er ist aber auch in Bezug auf die andere Achse BB^ (Ordinaten- 
achse) symmetrisch, wie man leicht findet, wenn man aus der Mittel- 
. punktsgleichung die Gleichung 

x^ =:r^ — y^ oder a? == + ]/r^ — y^ 

ableitet. Den gröfsten Wert erreicht jede Koordinate, sobald die 
andere wird. Ist der absolute Wert von x gröfser als r, so wird 
y imaginär, d. h. jenseits Ä und Ä^ besitzt der Kreis keine Punkte; 
ebenso findet man leicht, dafs, falls x nicht imaginär werden soll, 
y zwischen den Grenzen -(- r und — r eingeschlossen ist. 

§ 239. Zusatz: (Fig. 157) Werden die Abscissen vom End- 
Fig. 157. punkte eines Durchmessers an gerechnet, so ergiebt sich aus einem 
bekannten Kreissatze 

yi^==x^(2r-Xi) 

y2^ = x^{2r — X2) etc, 
allgemein 

y^ = 2rx ■— x^ und y = + )/2 rx — a?. 

Diese Gleichung führt den Namen Scheitelgleichung des Kreises, 
weil O Scheitel des Kreises heifst. 

Diskussion: Für x = und x^^2r ergiebt die Gleichung 
y = 0. Für a? =« r erhält y die Werte + r und — r; ebenso be- 
sitzt für jeden anderen zwischen und 2r liegenden Wert von x 
die Ordinate zwei absolut gleiche, aber entgegengesetzte Werte; 
daraus erhellt, dafs der Kreis symmetrisch zur Abscissenachse liegt. 
— - Für X > 2r und x <i liefert die Gleichung imaginäre Werte 
für jf. 
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§ 240. Erklärung: Denkt man sich in der vorigen Figur (157) 
die Endpunkte aller Kreisordinaten P^, Pg etc. mit dem Scheitel Fig. i58. 
verbunden und die dadurch erhaltenen Sehnen auf den zugehörigen 
Ordinaten (von deren Fufspunkten aus) aufgetragen^ so liegen alle 
diese so gewonnenen Punkte N^, N2 etc. auf einer krummen Linie, 
welche Parabel genannt wird. 

§ 241. Aufgabe: Die Gleichung der Parabel zu finden. 

Auflösung: Da 

OP^^ = OM.OF 
und nach § 240 

OP^^ = FN^^ ist, 
so ist 

FNj^ = OM.OF] 
ebenso 

femer 

OF^^ = Jfg JV32 = OM . OM^ etc., 

oder, wenn man OM = 2jp setzt, 

Vi^ = 2px2y 
Vz = 2^a?3 etc. 
Es ergiebt sich so allgemein als Scheitelgleichung 



y^ = 2px resp. y = + V^px, 

Hiernach ist die Parabel diejenige ebene Kurve, deren Ordinate die 
mittlere geometrische Proportionale zwischen der Abscisse x und 
einer konstanten Strecke 2p ist. 

Diskussion der Gleichung: 
für a? = ist 1/ = 0, 

V ^=p V y = ±j?V2y 

„ x = 2p „ y = ±2jp, 
„ a; = c» „ y = + oo, 
„ X <i wird y imaginär, 

d. h. da zu jedem positiven x zwei absolut gleiche, aber entgegen- 
gesetzte Ordinaten gehören, so wird die Parabel durch die Abscissen- 
achse in zwei symmetrisch zu derselben liegende Teile zerlegt, welche 
sich bei wachsendem x immer mehr von derselben entfernen; die 
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Parabel ist also keine geschlossene Kurve. Da «/ für a? < imaginär 
wird, so befindet sie sich nur auf der einen Seite der Ordinaten- 
achse. Der konstante Wert 2p heifst Parameter und der Endpunkt 
(F) derjenigen Abscisse, für welche die Doppelordinate (^i^V^) dem 
Parameter 2jp gleichkommt, Brennpunkt (focus) der Parabel. — 

Zusatz: Anscheinend kann man nach § 240 nur solche Parabel- 
punkte gewinnen, deren Abscissen kleiner als 2 p sind. Auf Grund 
der gewonnenen Gleichung indessen läfst sich die Konstruktion der 
Fig. 159. Parabel über diese Grenze in folgender Weise ausdehnen: (Fig. 159) 
Man zeichne über der Abscisse OM' einen Halbkreis, errichte in M 
[0M=2p] die Senkrechte zur Abscissenachse, bis dieselbe den Halb- 
kreis in 8 trifft, und trage die Strecke OS als Ordinate auf, M'N' 
= OS etc. 

Eine andere Konstruktion gründet sich darauf, dafs 

(^ + yJ - (* - f )' = 2px = f ist: 

Man konstruiere um den Brennpunkt F mit \x + f-) als Radius 

einen Kreis, welcher die im Endpunkte {M') der Abscisse x auf ihr er- 
richtete Senkrechte in N' und N'* triflffc, so sind N' und N'' Parabel- 
punkte. 

§ 242. Erklärungen: Werden sämtliche Ordinaten eines 
^j^j^g^^® Kreises nach demselben Verhältnisse (min) verkürzt oder verlängert, 
so liegen die Endpunkte dieser gekürzten oder verlängerten Ordi- 
naten ebenfalls auf einer krummen Linie, welche den Namen Ellipse 
führt — Der Durchmesser des zu Grunde gelegten Kreises heilst im 
ersten Falle die grofse, im zweiten die kleine Achse der Ellipse, 
während die andere Achse senkrecht auf jenem Kreisdurchmesser 
im Centrum steht. Den Mittelpunkt haben Kreis und Ellipse ge- 
meinschaftlich. 

§ 243. Aufgabe: Die Gleichung der Ellipse zu finden. 

Auflösung: Wir bezeichnen den Kreishalbmesser CD mit a 

und den Ellipsenhalbmesser CK mit 6, dann ist 

b n 

a m 

Sind ferner y und Y irgend zwei zusammengehörige Kreis- und 
EUipsenordinaten, so ist 

y = — Y oder y = — Y: 
hieraus ergiebt sich unter Benutzung der Kreisgleichungen 
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y^=^ (a« - x^) 



als Mittelpunktsgleichung^ 

als Scheitelgleichung der Ellipse, — 

Die Diskussion beider Gleichungen ist analog der beim Kreise. 

Es schliefst sich noch folgendes an: Wird — also auch — = 1, 

d. h. 6 = a, so geht die Ellipse in den Kreis über, d. h. der Kreis 
ist ein spezieller Fall der Ellipse: die gleichachsige Ellipse. 

Wird — =3 — = 0, so reduzieren sich alle Ordinaten auf 0, und 

die Ellipse geht in den in der Abscissenachse gelegenen Durch- 
messer (2 a) des zu Grunde gelegten Kreises über, woraus wir den 
Rückschlufs machen, dafs jede Strecke als eine Ellipse betrachtet 
werden darf, deren grofse Achse durch die Strecke selbst dargestellt 
ist, während die kleine Achse ist. 

Hinsichtlich der Konstruktion der Ellipse ist nichts zu bemerken, 
sie geht aus einfachen Proportionsanwendungen hervor*) (vgl. Fig. 
160 links). 

§ 244. Aufgabe: Den Inhalt der Ellipsenfläche zu berechnen. 

Auflösung: (Fig. 160) Man zerlege die Viertelkreisfläche CDA 
durch unendlich nahe gezogene Ordinaten in schmale Streifen, wo- 
durch dasselbe gleichzeitig mit der Viertel-Ellipsenfläche CKÄ ge- 
schieht. Jeder entstandene Streifen kann als ein Rechteck betrachtet 
werden; es verhalten sich darum zwei zusammengehörige Flächen- 
streifen des Kreises (S) und der Ellipse (s) wie die entsprechenden 

Ordinaten: 

S:s=Y:y, 
Da nun 

T:y = a:b 
ist (§ 243), so ist auch 

S: s = a:b, 
mithin 

a ' 

oder in extenso geschrieben, wenn wir die aufeinander folgenden 
Flächenstreifen durch Indices andeuten, 



*) Die bekannte Fadenkonstruktion ist hier übergangen, weil in vorliegen- 
der Stereometrie die Brennpunkte der Ellipse keine Bolle spielen. 



186 Anhang IL 

s =As 

demnach 

d.h. 

i EUipsenfl. = -^ • i Kreisfl., 



mithin 



EUipsenfl. = — a*Ä = ahjc. 



§ 245. Erklärung: Ellipsen heifsen ähnlich^ wenn das Ver- 
hältnis ihrer Achsen konstant ist, wenn also a:b '= a^ib^ = • ' ' ist. 

§ 246. Erklärungen: Der um den Mittelpunkt einer Ellipse 
mit deren halben grofsen Achse beschriebene Kreis soll der umge- 
schriebene Kreis derselben heifsen. — Konstruiert man um mehrere 
(2) parallelachsige Ellipsen*), die umgeschriebenen Kreise, zieht von 
Pig. 162. ihren Mittelpunkten aus gleichgerichtete Strahlen, welche jene Kreise 
in Fq, P^ etc. schneiden, und fällt von diesen Schnittpunkten auf die 
grofsen Achsen Senkrechte PqNq^ -Pi^i ©tc., so sollen die Punkte 
Pqj PI etc., in denen die Ellipsen von den Senkrechten getroffen 
werden, korrespondierende Punkte heifsen. 

Zusätze: 1) Aus der letzten Erklärung geht unmittelbar her- 
vor, dafs zu jedem Punkte einer Ellipse ein ganz bestimmter korre- 
spondierender Punkt einer anderen (parallelachsigen) Ellipse gehört. 

2) Sobald die kleine Achse der Ellipse ist, also die Ellipse 
durch eine gerade Linie repräsentiert wird, fallen die Schnittpunkte 
Po', Pj' etc. auf diese selbst, demnach mit den Fufspunkten N^y Ni 
zusammen. 

§ 247. Lehrsatz: Verbindet man je zwei korrespondierende 

Fig. 163. Punkte {Pq und P/) zweier konzentrischen, parallelachsigen Ellipsen, 

deren Halbachsen a und &, a^ und b^ sind, geradlinig, so ist der 

Halbierungspunkt (Jf) der Verbindungslinie {P^P^) ein Punkt — 

*) D. h. Ellipsen, deren gleichnamige Achsen parallel sind^ (in diese Lage 
können die Ellipsen stets gebracht werden). 
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und zwar der korrespondierende — derjenigen konzentrischen parallel- 

Cb I CL, 7) I 7) 

achsigen Ellipse, welche zu Halbachsen — ^ und T^ ^ hat. 

Beweis: Da Pq und P/ korrespondierende Punkte sein sollen, 
so liegen die zugehörigen Punkte der den Ellipsen umgesc]^riebenen 
Kreise Pq und P^ auf einem und demselben vom Mittelpunkt 
ausgehenden Strahle OPq. Fällt man vom Halbierungspunkte M 
auf die grofse Achse die Senkrechte MV, welche parallell PqPqNq 
und P^P^Ny^ läuft, und verlängert sie, bis sie OPq in TJ schneidet, 
so findet man aus bekannten Trapezsätzen, dafs 

und demnach 



2) 



0u=0P,±^P^=.2±^ ist. 



Jetzt braucht man nur noch nachzuweisen, dafs 

JfF=— ^ tTF*) 

2 

ist. Nun ist 



und 



t/o = — • Po-^o = - • a sin a 

J/i = -^-Pi^i = ^ • «1 sin a, 
wenn a den Winkel AOP^ bezeichnet. Folglich ist 



— ~-^ sm a 



2 

q + ^gj 

2 

6 + ^ & + &1 



= ~ OC^sin« = — £ CTF; 

2 2 

mithin ist Jf ein Punkt derjenigen (mit den gegebenen) konzentrischen 

parallelachsigen Ellipse, deren Halbachsen ^ ^ und "^ * sind. 

Zusatz: Der Satz gilt auch für den Fall, dafs die eine Ellipse 
durch eine Gerade repräsentiert wird. 



*) Cf. 2/ « -^ r (§ 243). 



188 Anhang II. 

Bemerkung: Der Kreis hat, 'wenn seine Abseissen (x) yom 
Mittelpunkte aus gerechnet werden, für Werte von x, die gröfser als 
der Halbmesser a sind, nur imaginäre Ordinaten. Dieselben würden 
aber sofort reell werden, sobald in seiner Mittelpunktsgleichung das 
Quadrat \ier Ordinate das Vorzeichen wechselt, wenn also 

— y» = a^ — x^ 
oder 

y^ z= x^ — a^ ist. 

§ 248. Erklärung: Konstruiert man nach Mafsgabe der letzten 
Gleichung y^ s= a^ — a^ zu allen einzelnen x die zugehörigen Ordi- 
naten, so liegen deren Endpunkte auf einer Kurve, welche den Namen 
Flg. 164. „gleichachsige (gleichseitige) Hyperbel" führt; siehe Fig. 164, wo 
SN^ ± OS und 

OJVi = OMi = x^ gemacht ist, sodafs x^^ — a^ = SN^^^ = M^P^^ = y^* ist, 
ON^ = OJf 2 = a?2 „ „ - „ X2^ —a^ = SN^^ = JfgPg* = t/g* ist. 

Diskussion der Gleichung y^ = x^ — a^ resp. y == + ]/ä;^ — al 
Ist X = 0, so ist y imaginär; ist der absolute Wert von x kleiner 
als a, ist y ebenfalls imaginär. Sowohl für a? = -f- a, als auch für 
x = — a wird y = 0] übersteigt der absolute Wert von x den Wert a, 
so ist y reell, und zwar gehören zu jedem x zwei absolut gleiche, 
aber entgegengesetzte Werte von y; 

für a? = + oo wird J/ = + oo , 
ebenso 

„ a;= — oo „ y= + oo, 

d. h. die Kurve besitzt zwischen den Grenzen a; = + a und x= — a 
keine Punkte, sie beginnt erst bei a; == + ^? entfernt sich dann in 
zwei symmetrischen Teilen (SPi und SPg) immer mehr von der Ab- 
scissenachse (Hauptachse) OX. — Ein dem eben gedachten unge- 
schlossenen Kurvenzweige kongruenter Zweig bildet sich (s. Fig. 164) 
auf der anderen Seite der Ordinatenachse (Nebenachse), bei S^ be- 
ginnend. wird der Mittelpunkt genannt, weil er sich in gleicher 
Entfernung von den beiden Scheiteln S und S' befindet. 

§ 249. Erklärung: Werden sämtliche Ordinaten einer gleich- 

achsigen Hyperbel nach demselben Verhältnisse — (= —j verkürzt 

oder verlängert, so liegen die Endpunkte aller dieser gekürzten oder 
verlängerten Ordinaten ebenfalls auf einer krummen Linie, welche (all- 
gemeine) Hyperbel heifst. 
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Anmerkung: Die Konstruktion der (allgemeinen) Hyperbel auf 
Grund der gleichaehsigen ist aus Fig. 165 ersichtlich: ^ig- 165 

m:n = a:b] a:b = NS : N^S resp. = PM : P^M. 

§ 250. Aufgabe: Die Mittelpunkts-Gleichung der (allgemeinen) 
Hyperbel zu finden. 

Die Auflösung erhellt aus der Erklärung von selbst als 

-f{x^ — a^) oder y = + - 



y^ = -^ (üc^ — a^) oder y = + ~" V^ "" ^*' 



Bezüglich der Diskussion wird auf § 248 verwiesen. — 

Für die meisten stereometrischen Untersuchungen ist es jedoch 
bequemer, den Koordinatenanfangspunkt von dem Mittelpunkte nach 
dem einen Scheitel S zu verlegen. Um dies zu erreichen, hat man 
nur für jede alte Abscisse x eine neue Abscisse x\ welche gleich der 
um die Halbachse a verminderten alten Abscisse ist, in die obige 
Mittelpunktsgleichung einzuführen; man erhält so 

y' = 1^ ((« + ^')* - «*) 

oder 

als Scheitelgleichung der Hyperbel. 



Weshalb Kreis, Parabel, Ellipse und Hyperbel, deren Gleichungen 
entwickelt worden sind, gewöhnlich Kegelschnitte genannt werden, ist 
beim Kegel (§ 114) erörtert. 
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Nachtrag zu § 91 (S. 63). 

Den Neigungswinkel MNÄ, welchen der Radius des gesuchten 
Kreises mit einer der Grundfläche parallelen Ebene bildet, findet 
man also allgemein durch Konstruktion eines Dreiecks, welches die 
kleine Halbachse der Grundfläche zu einer Seite (-4^), die grofse 
Halbachse zur anderen Seite (NM) hat, während der dieser letzteren 
gegenüberstehende Winkel gleich dem Neigungswinkel der Cylinder- 
achse zur Grundfläche bezw. gleich dessen Supplementwinkel ist. — 
Zur Übung schliefse man hieran die umgekehrte Aufgabe: Man be- 
rechne diejenigen Werte von ^ MAN, für welche AM einer der 
anderen Dreiecksseiten (oder beiden) gleich wird. 
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Druckfehler: 

S. 3, Z. 11 y. 0. statt mui ist m^a zu lesen. 

S. 9y Fufsnote **) statt Cotes^sche ist Gotes'schen zu lesen. 

S. 35. Z. 6 V. u. ist das Klammerzeichen ( zwischen e und "j/^überflüssig. 

'*,'*[ statt welches lies welcher. 
S. 47, Z. 18 V u. J 

S. 60, Fufsnote, Z. 6 v. u. ist hinter schiefen noch Cy lindern einzuschieben. 

S. 67, Z. 7 V. o. ist aber zu streichen. 

S. 83, Z. 8 und Z. 9 v. u. vertausche man 8^ und w^ mit einander. 

S. 92, Z. 20 y. u. statt Verbindungslinien ist Verbindungslinie zu lesen. 

S. 99, Z. 12 V. u. mufs heifsen 4/i == ä (2mn + -?- Ä*j. 

S. 100, Z. 4 y. 0. statt ausgedehnter ist ausgehender zu lesen. 
S. 100, Z. 6 y. o. statt erördert mufs es erörtert heifsen. 

S. 101, Z. 13 y. o. ist in dem Ausdruck für fii' innerhalb der S^lammer der 
Zahlenfaktor 2 zu streichen. 

S. 102, Z. 6 y. u. mufs heifsen /; ^^Umn~ — (—\ j • 

S. 114, Z. 11 y. 0. hinter J ist == (statt — ) zu setzen. 

S. 117, Z. 6 y. 0. ist am Ende statt des Kommas - zu setzen, während das 

Komma an den Schlufs der nächsten Zeile gehört. 
S. 121, Z. 1 y. o. statt m . tt ist abn zu lesen. 
S. 125, Z. 20 y. o. statt Aufgaben ist Aufgabe zu lesen. 
S. 126, Z. 12 y. 0. rechts ist vor J die Zahl 1. überflüssig. 
S. 134, Z. 8 V. 0. statt elliptischen ist parabolischen zu lesen. 
S. 134, Z. 9 V. u. ist in der links stehenden Formel statt h^ab h^bc zu setzen. 
S. 140, Z. 11 V. o. statt G ist g zu setzen. 
S. 157, Z. 9 V. u. statt k^ ist k^ zu setzen. 
Tafel 8, Fig. 107, statt w ist cd zu lesen. 
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